TERNAS PITAGORICAS
GENERALIDADES
José-Miguel Blanco Casado Miguel-Angel Pérez Garcia-Ortega

CAPITULO 1.- GENERALIDADES.

Definicién 1.1. Se llama terna pitagorica a un elemento (a,b,c) e N® tal que a%+b?=c?, estando esta
nomenclatura asociada al Teorema de Pitagoras, que afirma que, en cualquier triangulo rectangulo, se verifica
gue el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos, por lo que, en lo sucesivo,
dada una terna pitagédrica (a,b,c), a y b se denominaran catetosy ¢ hipotenusa:

o]

En lo sucesivo, denotaremos por T = {(a,b,c) e N®: a2 +b? =c?} al conjunto de todas las ternas pitagdricas.

Definicién 1.2. Dada una terna pitagérica (a,b,c) € T, se dice que es primitiva cuando mcd(a,b,c) =1 y se
dice que esta ordenada cuando a<b<c.

Propiedades 1.1. Si (a,b,c) € T es una terna pitagorica, se verifica que:

@ Sus catetos son distintos.

Alguno de sus catetos es par.

Algunos de sus catetos es maltiplo de 3, por lo que ab =0 (mod 3).

ab =0 (mod 4), por lo que, si uno de sus catetos es impar, el otro cateto ha de ser multiplo de 4.

Alguno de sus términos es maltiplo de 5, por lo que abc =0 (mod 60).

®© 0 &® e© 0O

Si (a,b,c) es ordenada, entonces, a>3, b>4 y c¢>5, lo cual implica que, para cualquier terna
pitagdrica, el menor de sus catetos es mayor o igual que 3, por lo que no puede existir ninguna terna
pitagorica formada por tres nimeros primos.

@ Para cualquier k e N, (ka, kb, kc) e T también es una terna pitagdrica.
Para cualquier k e N tal que k | med(a, b, ), (% % %) e T también es una terna pitagorica.

@ Si (a,b,c) es primitiva, entonces, uno y sélo uno de sus catetos es impar y su hipotenusa es impar.

® Si (a,b,c) esprimitiva, entonces, existen u,ve N con u>v VY tales que:

a=u?-v? a=2uv
b =2uv (siaesimparybespar) 6 { b=u?-v? (siaesparybesimpar)
c=u+v? c=u?+v?

siendo, ademas, mcd(u,v)=1y u—-v=1 (mod 2).
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©® Si (a,b,c) esunaterna pitagérica cualquiera, entonces, existen u,v e (0,+0) con u>v Y tales que:

a=u?-v? a=2uv
b =2uv (siaesimparybespar) 6 { b=u?-v? (siaespary b esimpar)
c=u+v2 c=u+v?2

Demostracion:
® Si a=h, entonces:
c2=2a’?=c=.2a¢N
y se llega a una contradiccion.
@ Basta tener en cuenta que 2 no es resto cuadratico médulo 4.
® Basta tener en cuenta que 2 no es resto cuadratico médulo 3.

@ Si bc no fuese maltiplo de 4, como, segln la segunda propiedad, alguno de los catetos es par, podrian
ocurrir dos cosas:

O Si a fueseimpary b fuese par (pero no multiplo de 4), entonces:

a=+1(mod 8)

0 a?=1(mod 8) T
a=23 (mod 8) 3{ b2=4(modg) —C =& *b*=5(mod8)
b =+2 (mod 8)

lo cual es imposible, ya que 5 no es resto cuadratico médulo 8.

® Si a fuese pary b fuese impar (pero no multiplo de 4), se razonaria de forma totalmente
analoga.

® Si a=0(mod5) 6 b=0(mod5) no habria nada que probar. En caso contrario, como los Unicos
restos cuadraticos no nulos moédulo 5 son 1y 4, puede ocurrir que:

{ﬁziggg :; = c?=a?+b?=2(mod 5) - imposible
{Zz:émggg =c?=a’?+b?=0(mod 5) = ¢ =0 (mod 5)
{Sziiﬁmggg =>c?2=a?+b?=0(mod 5) = c=0(mod 5)
{zzijgzgg :; = c?=a%+b*=3(mod 5) » imposible

Finalmente, como mcd(3,4) =1, segun los dos apartados anteriores, ab=0 (mod 12) Yy, como
mcd(5,12) = 1, entonces, abc =0 (mod 60).
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® Si a<3, puede ocurrir que:
© a=1, encuyo caso:

c+b=1 b=0¢N . .
= — imposible

_h)or2_p2—
(c+b)c—b)=c2-b *1:{0_ oo 1

® a=2, encuyo caso:

(c+b)(c-b)=c?-b?=4 =

c+b>c-b

3en
= 5 — imposible
C=>5¢ N

y, por tanto, a>3. Ademds, como a<b <c, necesariamente, debe ocurrirque b>4 y ¢>5.
Ademas, si existiese una terna pitagorica tal que el menor de sus catetos fuese menor que 3, la
correspondiente terna pitagérica ordenada contradiria lo anterior. Finalmente, si una terna pitagdrica
estuviese formada por tres nimeros primos, uno de sus catetos tendria que ser igual a 2 (ya que, al
menos, uno de los catetos ha de ser par), lo cual es imposible (més adelante, en el Teorema 6.11., se
probara la inexistencia de ternas pitagéricas distintas de (3*,22,5') cuyos elementos sean potencias de
nameros primos).
@ Para cualquier ke N, como:
(ka)? + (kb)? = k2(a2 + b?) = k2c? = (kc)?

entonces, (ka, kb,kc) e T también es una terna pitagorica.

Para cualquier k e N tal que k | med(a, b,c), como:

(38 -2 -8
entonces, (% % %) e T también es una terna pitagorica.

@ Si laterna pitagérica (a,b,c) es primitiva, como mcd(a,b,c) =1, entonces, al menos uno de estos tres
nameros naturales ha de ser impar. Ademas:

© Siambos catetos fuesen pares, la hipotenusa seria par, lo cual contradice lo dicho anteriormente.

® Si ambos catetos fuesen impares, tendriamos que:

2
b=1(mod 2) b2=1(mod 4) ¢ =2 (mod 4)

{asl(mod 2) {azsl(mod 4)
lo cual es imposible, ya que los Unicos restos cuadraticos médulo 4 son 0y 1.

Por tanto, uno de los catetos ha de ser par y el otro impar, lo cual implica que la hipotenusa ha de ser
impar.
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Si la terna pitagérica (a,b,c) es primitiva, suponiendo que a es impar y que b es par (en caso
contrario se razonaria de forma totalmente analoga), en caso de existir la parametrizacién propuesta,

deberia ser:

|

Ademas, como ¢ es impar, resulta que:

EIn,meNU{O}:{

siendo:

por lo que, necesariamente, ha de ocurrir que 5

siendo u>v, yaque

c+a

2

>

mcd(

u= |tta
a=u?-v? - 2
—_ 112 2 —
C=U"+vV v= (&=2a
2
a=2n+1 %=m+n+1€,\l
c=2m+1 %zm—neN

(5252 -5-(8)

c—a
2

d? |

med(u,v) =d>1=14 d? | b=2uv

d? |

c+a
2

,C;Za)zmcd(ernJrl,m—n)

=mcd(2n+1,m—-n)
=mcd(2n+1,2(m—-n))
=mcd(2n+1,2m+1)
=mcd(a, ¢)

=1

cta

sean cuadrados perfectos y, por tanto:

_ [t*a
u= 5 eN
_ [c=a
V= 5 eN

y la funcidn raiz cuadrada es estrictamente creciente. Ademas, si:

a=u?-v?
= d? | med(a,b,c)=1=d=1- imposible
C=u?+v?

a=0 (mod 2)

u-v=0(mod2)=>u=v(mod2)=1< b=0(mod2) =2 | mecd(a,b,c)— imposible

c=0(mod 2)
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o

Si (a,b,c) es una terna pitagorica cualquiera y mcd(a,b,c)=keN, como la terna pitagérica

(%, % %) es primitiva, suponiendo que a es impary que b es par (en caso contrario se razonaria de

forma totalmente analoga), segun el caso anterior:

a_-2 22
k=4 Y a=k(@ -v?) =u2 -2
IG,VeN/T>V: %zzav —3u=JKOv= Jkve(0,40) /u>v:4 b=2Kiv=2uv
%:U2+V2 c=k(T@?+7V%) =u2+v2

Propiedades 1.2.

@

@

No existe ninguna terna pitagoérica formada por tres cuadrados perfectos.

No existe ninguna terna pitagérica formada por tres potencias de 2 (mas adelante, en el Teorema 6.10.,
se probaré la inexistencia de ternas pitagoricas (primitivas) distintas de (3%,22%,5!) cuyos elementos
sean potencias de nimeros primos).

No existe ninguna terna pitagérica cuyos elementos estén en progresion geométrica.

Cualquier terna pitagdrica cuyos elementos estén en progresion aritmética debe ser proporcional a
(3,4,5).

Demostracion:

@

Si existiese una terna pitagérica de la forma (u?,v?,w?) (u,v,w € N), entonces:
Juv,weN:ut+vi=w*
lo cual contradice el Teorema de Fermat.

Si existiese una forma pitagdrica (que podemos suponer ordenada sin pérdida de generalidad) de la
forma (2¢,2%,2%) (u,v,we N, u<v<w), entonces:

Q2 4 2 _ 22w — ] 4 22(v-u) — D2(w-u)
lo cual es imposible.
Si existiese una terna pitagdrica de la forma (a,ak,ak?) e T (k>1), segun el octavo apartado de
Propiedades 1.1., (1,k,k?) también seria una terna pitagérica, lo cual contradice el sexto apartado de
dichas propiedades. Por tanto, no existe ninguna terna pitagorica ordenada cuyos elementos estan en
progresion geomeétrica.
Si existiese una terna pitagérica de la forma (a—d,a,a+d)eT(deN, d<a), entonces:

(a-d)?+a?=(a+d)* = a?=4ad 2 a=4d

por lo que las Gnicas ternas pitagéricas ordenadas cuyos elementos estan en progresién aritmética son
las de la forma (3d, 4d,5d), con deN.
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Definicion 1.3. Dado un triangulo ABC, se llama inradio al radio r de su circunferencia inscrita y se llama
exinradios a los radios r,, r, y r. de sus circunferencias exinscritas.

Definicion 1.4. Se llama érea, semiperimetro, inradio y exinradios de una terna pitagérica (a,b,c) e T al area,
semiperimetro, inradio y exinradios del correspondiente triangulo rectangulo ABC.

Teorema 1.1. Si ABC es un triangulo con &rea Aagc, Semiperimetro s y exinradios r,, rp Yy re, Se

verifica que:
_ Ansc
a— §—
ro— Ansc
b~ s—b
_ Ansc
re=3s-¢

Demostracion:

Las demostraciones de las tres formulas son totalmente analogas, por lo que vamos a probar Unicamente la
primera. En el grafico que se muestra al final de la demostracion, la recta DE es paralela a la recta BC, siendo:

Anpe = Ansc + Ai,gp + Alpe + Ar,ec + AlLc

r.c' r,a rib raa
a + a + a + a
2 2 2 2

r r.a
=AABC+?&(a/+b’+c/)+%

= Appc +

Ademaés, como el semiperimetro del triingulo ADE es:

_a' +b+b'+c+c’ _a'+b'+c’  b+c
SADE = 2 - 2 + 2
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y el radio de la circunferencia inscrita en este triangulo es r,, entonces:

AADE:ra(a/+g/+C/ N b;c)

por lo que, igualando ambas expresiones, obtenemos que:

Tar s v, o, fada (a'+b'+c’  b+c
AABC+2(a +b' +c')+ 5 _ra( > +5 )

Apsc = l’a(_a%&m)

y, por tanto:

Propiedades 1.3. Si (a,b,c) e T es una terna pitagérica cualquiera, segiin hemos probado anteriormente:

a=u?-v?
Ju,ve(0,+0) /u>v:y b=2uv
c=u?+v?

por lo que, si A, s, r,ra, Iy Y . denotan su area, su semiperimetro, su inradio y sus exinradios,
respectivamente, se verifica que:

2 _\y2
@ A:%bzwzuv(u+V)(u—V)
2
_A _wuvu-v) o
@ r=7¢= u(u +v) =vlu=v)
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© N 7~ T obe - M MG -y
T teoromats S éb T a —2bA+ c - ZUV%:X )Z(Ll:v_ o UV(UUJ(ruVE(\l/J)— 2 vu+v)
e = .3 A . +2bA— - = ZUVS:J \Jlr X)Z(\L/JZ_ v) _ uv(uverVZ(\tJ)— v) _y UsV) s

Teorema 1.2. Si (a,b,c) € T es una terna pitagéricay A, r, ra, r, Y rc denotan su area, su inradio y sus
exinradios, respectivamente, se verifica que:

Mrarplc = A?

Demostracion 1:

Aplicando las propiedades anteriores, resulta que:
rrarpre = v(u —V)u(u —v)v(u +v)u(u +v) = [uv(u + v)(u—v)]? = A2

Demostracion 2:

Malplc = At - AL
alble S(S—a)(S—b)(S—C) Formula de Heron A2

Teorema 1.3. Si (a,b,c) e T esunaterna pitagéricay A, s, r, ra, I, Y rc denotan su area, su semiperimetro,
su inradio y sus exinradios, respectivamente, se verifica que:

Fr+ra+rp+r.=2s
Demostracion:
Aplicando las propiedades anteriores, resulta que:
r+ra+rp+re=vlu—v)+uu-v)+vlu+v) +uu+v)=Uu+v)lu-v+u+v]=2u(u+v)=2s
Teorema 1.4. Dada una terna pitagorica (a,b,c) e T coninradio r y exinradios ra, r, y re, Se verifica que:

© roatb-c

2
@ r,= a—l23+C
3 rb:—ewaJrc

@ r,-ath+c
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Demostracion:

Si llamamos A y s al areay al semiperimetro, respectivamente, de la terna pitagérica (a,b,c), resulta que:

ab
o roA_ 2 _ab ab(a+b-c) _ ab(@a+b-c) a+b-c
=S~ atbic a+btc (@aib+o)@atb_c) sz 2ab 2
2
ab
Fo A __ 2 ___a __ abla-b+c) _ abla-b+c) _a-b+c
2 Teorema11. S~ & T —a+b+c  —a+b+c (—a+b+c)(a—b+c) a2+b2=c2 2ab - 2
2
ab
. B A 2 __ab ab(-a+b+c) _ ab(-a+b+c) -—a+b+c
bTeoreaal.l. s—-b~ a-b+c " a-b+c (a—b+c)(—a+b+c) a2+h?=¢? 2ab - 2
2
ab
. B A 2 __ab ab(a+b+c) B ab(a+b+c)_a+b+c_S
© reoemail S—C  @aib-Cc a+tb-C (atb-c)atbtc) awie  2ab 2
2

Corolario 1.1.

@ (Teorema de invarianza) Si en una terna pitagdrica (a,b,c) e T se intercambia el orden de los catetos,
entonces, su inradio y su semiperimetro no varian.

@ (Teorema de reciprocidad) Si en una terna pitagérica (a,b,c) e T con exinradios r,, r, Yy r. Se
intercambia el orden de los catetos, entonces, su exinradios r, y r, también se intercambian.

Demostracion:

@ Si rEpe Y Sape Son el inradio y el semiperimetro, respectivamente, de la terna pitagérica (a,b,c) y
Fvac) Y Swac SON el inradio y el semiperimetro, respectivamente, de la terna pitagorica (b, a, c),

entonces:
_ at+tb-c _ b+a-c _
0 repo Teorema 1.4, 2 - 2 Teorema 1.4. Fbao
_ at+b+c b+a+c _
® Sepo Teorema 1.4, 2 - 2 Teorema 1.4. Stbac)

@ Si raape Y Tbape Son los exinradios de la terna pitagérica (a,b,c) Y rapac) Y Towace SON l0S
exinradios de la terna pitagérica (b, a,c), entonces:

_ a-b+c_-b+a+c _
Teorema 1.4. 2 2 Teorema 1.4.

a@ab,c) Iybac)

Corolario 1.2. Dada una terna pitagérica (a,b,c) € T coninradio r y exinradios r,, ry Y re, Se verifica que
estas cuatro magnitudes toman valores distintos.

Demostracion:

® re atb-c_a-b+c

Fa Teoreﬁa 1.4, 2 2 = b =c - imposible
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@ r=r,_ = aer_Cz_aJFbJFC:>a=c—>imposib|e
Teorema 1.4. 2 2
® r=r, = 2+b=C_a+b+C _ . ¢ imposible
Teorema 1.4. 2 2
@ ra=r, = BA=D+C_-a+b+C_,_p imnosible
a Teorema 1.4. 2 2
® ra=r a=b+c_a+b+C _ j_ 0, jmposible
a ¢ Teorema 1.4. 2 2
® rp=r, = —atb+c_a+b+C _ ,_o_ imposible
Teorema 1.4. 2 2

Corolario 1.3. Dada una terna pitagérica (a,b,c) e T con inradio r y exinradios r,, r, Yy re, se verifica
que:

(a,b,c)=(ra+rro+r,re—r)
Demostracion:

Utilizando las férmulas demostradas en el Teorema 1.4., resulta que:

(Fa+T.Tp+T, rc—r)f("”g_c 4 a—g+c’ a+g—c + —a+2b+c' a+g+c B a+g_0)=(a,b,c)

Corolario 1.4. Dada una terna pitagorica (a,b,c) e T con inradio r y exinradios ry, r, y re, Sse verifica
que:

® 2r2=(c-a)(c-b)
@ 2r2=(c+a)lc-D)
® 2ri=(c-a)c+b)
@ 2r2=(c+a)(c+h)
Demostracion:

Utilizando las férmulas demostradas en el Teorema 1.4., resulta que:

® 2r2= (a+b2—c)2 = a2+b2+cz+§(ab—ac—bc) 5. € +ab—ac—bc=(c-a)(c-b)
® 22— (a—l:)2+c)2 _ a2+b2+02+22(—ab+ac—bc) = -abrac—bo=(c+a)c-b)
® - (—a+g+c)2 _ a2+b2+cz+22(—ab—ac+bc) = c?—ab-ac+bo=(c-a)(c+b)
® 27— (a+l:)2+c)2 _ a2+b2+cz+§(ab+ac+bc) = c?abractho=(c+a)c+h)

10
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Corolario 1.5.
@ Existe una Unica una terna pitagérica ordenada (a,b,c) € T con inradio unidad.
@ Para cualquier terna pitagérica (a,b,c) e T, sus tres exinradios son distintos de la unidad.
® Al menos uno de los catetos de cualquier terna pitagérica (a,b,c) € T es un nimero par.

Demostracion:

@ Si (a,b,c) e T esunaterna pitagéricatal que a<b<c y r=1, segun el Corolario 1.4.:

a

C—a=2 c2=a2b?
(C_a)(c_b)fzca::cb{c—b=l coboaz3 b
c

I
g b~ W

@ Vamos a estudiar cada caso por separado:

O Si (a,b,c) eT esunaterna pitagérica tal que r, =1, segln el Corolario 1.4.:

c+a)c-b)z2 = { gigi i ~ imposible

® Si (a,b,c) eT esunaterna pitagérica tal que r, =1, segln el Corolario 1.4.:
(c-a)c+b)=2 = c-a=1 — imposible
* “ca<cth | c+b=2

©® Si (a,b,c) eT esunaterna pitagorica tal que r. =1, segun el Corolario 1.4.:

cra=1 - 4 bosible
c+b=2 P

(c+a)c+b)=2= 0

c+a=2 imposible
c+b=1 P

® Si (a,b,c) e T fuese una terna pitagérica con ambos catetos a y b impares, entonces, su hipotenusa
c seria par, por lo que:

c—a impar L IRV
{C—b impar =2r Corolario 1.4. (C a)(c b) Impar

y se llegaria a una contradiccién.

Corolario 1.6. Dada una terna pitagérica (a,b,c) e T con inradio r y exinradios ra, r, y re, se verifica
que:

rarb = rrc

11
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Demostracion:
Como:
(c+a)c-b)(c-a)(c+b)=(c+a)c+b)(c—a)c-b)
entonces, el Corolario 1.4. nos asegura que:
4r2rz = 4r°r?

raré = 4r2r?

rarb = I’I"c

Corolario 1.7. Dada una terna pitagérica (a,b,c) e T con semiperimetro s, inradio r y exinradios ra, r, Y
re, se verifica que:

® ra<a
rb<b
re>C
ra+r,=c¢

ra—rp=a->nb

@

®

@

®

® re—ry=Dh
@ re-rp=a
r-ra=c->b

@ r+ra+rp=re

® r+ry+r,+r.=2s

Demostracion:

Utilizando las férmulas demostradas en el Teorema 1.4., resulta que:

@ ra_a:_a—k23+c_a:__a+k2)—c _ _ O=>ra<a

desigualdad triangular
® rb—b=“'°‘+Tb+°—b=—a+Tb‘° < 0O>rp<b

desigualdad triangular
® rc—c=a+g+c—c=a+g_c _ _ O=>r.>cC

desigualdad triangular

® raJrrb:a—l2)+c+—a+2b+c:C
® ra—rp= a—g+c_—a+2b+c =a—b (locual implicaque a<b e r,<ry)

12
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® rc—rp= a+k2)+c — a_ngC =b (lo cual implica que r. >r,)
@ re—-rp= a+g+c - —a+2b+c =a (lo cual implica que r.>ry)
ra—r= a—l23+c - a+t2)—c =c—b (lo cual implicaque r, >r)

© erraHb:a+l23—c+a—t2)+c+—a+2b+c:a+g+c:IrC

F+ra+r,+re Fe+re=2r¢

apartado_anterior Teorema 1.4.

Corolario 1.8. Dada una terna pitagérica (a,b,c) € T con inradio r= a+Tb—c, se verifica que:

(ar(527) -2

Demostracion:

(L)(L) - ab _ 4ab _ 4ab_,
a—r/\b-r.) teorema14.” (a_ a+b—c)(b_ a+b—c) - (a—b+c)(—a+b+c) c2=azh2 2ab
2 2

Lema 1.1. Dados a,beN talesque a=b y:
se verifica que:

Demostracion:
Como d|a+b, basta con probar que d|a. Si a=p)-.-pd" (y1,...,yneNU{0}) vy
b=pl-...ph (B,....fn e NU{0}) son las descomposiciones en factores primos de a y b, respectivamente,
entonces:
ab=p}. L pirtth
por lo que:
301,..,0,eNU{0} /Vi=1,...n:0i<yi+pi:d=pl-...ph
Ademas, si d f a, entonces:
Fke{l,.,n}:fe=0—p>0
por lo que, suponiendo que k=1 (para simplificar la notacion), se verifica que:

@ Si y; <1, como:

p/ | d|a+b=pl-...pi+pl... . ph
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entonces:
0171 y2 7n f1-y1 P _ -0 _ 0
Py PPt HPY P 2 fr—y1=0= fr=y1 <04

y, por tanto:

pit | d | a+b=p§1[p§2-...-p%{"+p§2-...-pﬁ"):&lsyl

a#b = los dos sumandos son distintos

llegandose a una contradiccion (notese que, si fuese a=b, ambos sumandos serian igualesy, si p; =2
y 0; =7y +1 no habria contradiccion, como ocurre, por ejemplo, si a=b = 6).

@ Si y;>f1>0, como:
pl ) da+b=plt-...pir+pl....ph
entonces:
Pl pp e piaphi e oph =y | B ph
Ilegandose a una contradiccién (no6tese que, si fuese a=h, este caso no se podria dar).

Teorema 1.5. Dada una terna pitagdrica (a,b,c) € T con semiperimetro s, inradio r y exinradios ra, r, Yy

r_ = s, severifica que:
Teorema 1.4

med(r, s) = med(a, b, ¢) = med(ra, o)
Demostracion:
Vamos a probar Unicamente la primera igualdad, ya que la segunda se probaria de forma totalmente analoga:
© ¢ mcd(r,s) | med(a,b,c) 2. Como:

med(r,s) | r=mcd(r,s) | 2r

med(r,s) =, med(r, c) :{ med(r.s) | c S mcd(r,s) | a+b
y:
med(r,s) | 2rs_ = 2(a+b—c)(a+b+c) _(a+p)’-c? _
! Teorema 1.4. 2 2 - 2 c2=a2+h?

entonces, al ser a=b, el Lema 1.1. nos asegura que:

= mcd(r,s) | mecd(a, b) | mcd(a, b, c)

( mcd?a‘b) ]2:( mcd?a,b) ]2+[ mcdl(Ja‘b) ]ZEN

med(r,s) | a
med(r,s) | b

14
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® ; mcd(a,b,c) | med(r,s) 2. Vamos a distinguir dos casos:

>4 Si d=mcd(a,b,c) esimpar, como:

d|a _(B
d|or [ 2r=po r=(3)0
((jj||2 :{d|28 :EIp,quN.{ZS:q =>3dp,ge2N: %

entonces:

{ 3 : ; = mcd(a, b,c) =d | med(r,s)

=1 Si d=mcd(a,b,c)=2%m, con AgeN y m impar, como:

a
m |
% ST r r p
o[ m iz ) - —_(2),
m|2A0 :{m|2s (ar) :HP,QGZN: 230 —am DHP,QEZN: 250 (%
m | L 2A0—1 p 2A0—l _q ZAO :(f)m
245
entonces:

.
m |
20 o dir = med(a,b,c)=d | med(r,s)
m | 2A0 d | S

Corolario 1.9. Dada una terna pitagérica (a,b,c) e T con semiperimetro s, inradio r y exinradios menores
r. Y rp,, Severificaque:

mcd(r, ra, rp,s) = med(a, b, )
Demostracion:

El Teorema 1.5. nos asegura que:

mcd(r,s) = med(a, b, c) = med(ra, rp)
por lo que:

mcd(a, b, c = mcd(r, ra, p, S
( )mcd(r,s):mcd(r,ra,rb,s):mcd(ra,rb) ( b )

Teorema 1.6. Dado un tridngulo ABC con area A, semiperimetro s, inradio r y exinradios ra, r, Y re,
(para cualquiera de sus &ngulos) se verifica que:

® r=(s-c) tan(%)

@ ra=(s-b) cot(%)

® rp=(s—a) cot(%)

@ re= stan(%)

15



TERNAS PITAGORICAS
GENERALIDADES
José-Miguel Blanco Casado Miguel-Angel Pérez Garcia-Ortega

Demostracion:

® Como A=sr, entonces:

absinC
2  absinCc _ab(@a+b-c)sinC  ab(a+b-c)sinC ab(a+b-c)sinC  (a+b-c)sinC
a+b+c ~a+b+c (a+b+c)la+b-c) a?+b2+2ab—c? thcoseno 2ab(1+cosC)  2(1+cosC)

q
Il
m|[>

por lo que:

 (s—¢)sinC 2(s—c)sin(%) cos(%) B (s—c)sin(%) o I
~ 1+cosC 20052(%) B cos(%) =0 c)tan(zj

@ Seglnel Teorema 1.1.:

absinC ] )
A 2 absinC __ab(a—b+c)sinC  ab(a—b+c)sinC ab(@a—b+c)sinC

lrasS-a~ g+btc ~ —a+tbtc (-a+b+c)a-b+c)  az+b2-2ab-c2 T Coseno 2ab(1—cosC)
2

por lo que:

(a—b+c)sinC _ (s—b)sinC 2(s—b)sin(%) cos(%) - (s—b)cos(%) :(s—b)cot(%)

fa= " 2(—cosC) ~ 1-cosC 2sin2(%) i Si”(%)

® Segunel Teorema 1.1.:

absinC

p_ A _ 2 _ absinC _ ab(-a+b+c)sinC__ ab(-a+b+c)sinC ~ ab(-a+b+c)sinC
b5 s—b_a—g+c a-b+c ~ (a—-b+c)(—a+b+c) a?z+b2—2ab—c2 Thcoseno  2ab(1-cosC)

por lo que:

u

os( ) (s—a)cos(%):(s_a)cm(%)

5 ()

(—a+b+c)sinC_(s—a)sinC_z(S_a)Si”(z
2(1-cosC) ~ 1-cosC 25in?

Iy =

N0

@ Segunel Teorema 1.1.:

absinC

po A 2 _ absinC _ ab(a+b+c)sinC :ab(a+b+c)sinC _ ab(a+b+c)sinC
% 5=C~ a+b-c ~a+b-c  (a+b-c)a+b+c) a?+b2+2ab—c? Thceseno 2ab(1+cosC)
2

por lo que:

(@+b+c)sinC  ssinC_ Zssin(%) COS(%) - ssin(%) :stan(gj

Corolario 1.10. Un triangulo ABC con semiperimetro s, inradio r y exinradios r,, r, y r. es rectangulo
en C siy solo si se verifica alguna de las siguientes condiciones:

® r=s-c
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@ ra=s-b

® rp=s-a

@ r.=s
Demostracién:

Segun el Teorema 1.6., cualquiera de estas cuatro condiciones equivale a que tan(%) =1, es decir, cualquiera

de estas cuatro condiciones equivale a que % = % lo cual equivale a que C= % y, por tanto, cualquiera de

estas cuatro condiciones equivale a que el triangulo ABC sea rectangulo en C.

Teorema 1.7. Dado un tridngulo ABC con inradio r, exinradios r,, ry y r. Yy semiperimetro s, los
siguientes enunciados son equivalentes:

® Eltridngulo ABC es rectangulo en C.
@ rro=r,r
® r.=s
@ r+ra+rp,=s
(para triangulos rectangulos en cualquiera de los otros dos angulos se verifican férmulas totalmente analogas)
Demotracién:
Vamos a probar que los tres Gltimos enunciados son equivalentes al primero:
le?2

Si A es el area del triangulo ABC, como:

___2A 2A 2A 2A
“a+b+ca+b-c -a+b+ca-b+c

2 1 1
(@+b+c)@a+b-c) (-a+b+c)a-b+c)

3 8A2(c2 —a%-b?)

~ (a+b+c)~a+b+c)a-b+c)a+b-c)

I'TC - rarb

=4A

entonces:
MMe=rarp oc2—a2-h?2=0oc?2=a?+bh?
es decir, rr. =rary, Siysolosiel triangulo ABC es rectangulo en C.
13

Si A es el area del triangulo ABC, como:

__2A _ab _ ab(@a+b+c)
“a+b-c  a+b-c (a+b-c)@a+b+c)

re
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entonces:
f e ab(a+b+c) —a+b+c—(a+b+c) ab ~1]_(a+b+c)(c2—a?-b?)
¢ "7 (a+b-c)a+b+c) 2 (@+b-c)a+b+c) 2] 2(@+b-c)a+b+c)
por lo que:

rr=sec?-a?-b*>=0<c?=a%+b?
es decir, r. =s siy soélosiel triangulo ABC es rectangulo en C.
le4d
Si A esel area del triAngulo ABC, como:

2A 2A N 2A
a+b+c -a+b+c a-b+c

_op| z@2=Db?+3c? +2ab + 2ac + 2bc
(@+b+c)—a+b+c)a-b+c)

F+ra+rp=

entonces, r+r,+r,=s Siysolosi:

. (a+b+c)’(-a+b+c)a-b+c)
Ja+b+c)atb+c)a-b+c)a+rb-c) haon AT a7 —D2 1 302 + 2ab + 2ac + 2be

es decir, si y sélo si:

(@a+b+c)*(-a+b+c)’(@a-b+c)?
(a2 — b2 + 3c2 + 2ab + 2ac + 2bc)?

(a+b+c)(-a+b+c)a-b+c)
(a2 — b2 + 3c2 + 2ab + 2ac + 2bc)?

(a+b-c)(-a2—b2+3c?+2ab+2ac+2bc)’=(@a+b+c)’(-a+b+c)la-b+c)

(a+b+c)(-a+b+c)la-b+c)a+b-c)=

at+b-c=

o lo que es lo mismo, si y solo si:

2(@2 +b?2 - cz)(a3 + b3+ 3ac? + 3bc? + 2abe + 5¢3 —a?b —a?c —ab? — bch =0
>0 >0

y, por tanto, r+ry+r,=s Siy solosi el triangulo ABC es rectangulo en C.

Corolario 1.11. Dado un triangulo ABC rectangulo en C, inradio r, exinradios r,, rp y re Yy
semiperimetro s, se verifica que:

@ r+ra+rp=rg
@ r+ra+rp+r.=2s
Demostracion:

Ambas propiedades son consecuencia directa de las equivalencias segunda y tercera probadas en el Teorema
1.7. Ademaés, para tridngulos rectangulos en cualquiera de los otros dos &ngulos, se verifican formulas
totalmente anélogas.
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Corolario 1.12. Un triangulo ABC con semiperimetro s, inradio r y exinradios r,, rp y rc €s rectangulo si
y sélo si:

Fr+ra+rp+r.=2s

Demostracion:

El Corolario 1.11. nos asegura que cualquier triangulo rectdngulo ABC verifica que:

F+ra+rp+re=2s

Segun el Teorema 1.6.:

r+ra+r+r.=(s-c) tan(%) +(s—b) cot(%) +(s—a) cot(%) + stan(%)

=(2s-c) tan(%) +(2s—a-h) cot(g)

2
=(a+b) tan(%) +C cot(%)

por lo que, si un triangulo ABC verifica que:
F+ra+rp+rc=2s=a+b+c

entonces:

(a+ b)tan(%) +ccot(%) =a+b+c

luego:

tan( ): 1

w(§)- 4

o l\)lo

(a+ b)tanz(%) —(a+ b+c)tan(%) +c=0=>

y vamos a distinguir dos casos:

® Si tan(gjzl, entonces,

5 = % porloque C= % y, por tanto, el tridngulo ABC es rectangulo en
C.

@ Si tan(%):ﬁ, entonces:

l—cosC_tanz(Q)_ cz c? _ a’4+b?-2abcosC
1+cosC — 2% (@+b)?  @2+b2+2ab hcoeno  a2+hb?+2ab

por lo que:

aZ+b?+|a? —b?|
2ab

abcos?C—(a2+b?)cosC+ab=0=cosC =

19



TERNAS PITAGORICAS
GENERALIDADES
José-Miguel Blanco Casado Miguel-Angel Pérez Garcia-Ortega

Ademas, si a=Db, entonces, cosC =1, lo cual es imposible, por lo que podemos suponer que a>b
(si fuese a <b serazonaria de forma totalmente andloga), en cuyo caso:

cosC= % > 1 - imposible

7

0

cosC=%<l

y, finalmente, utilizando el Teorema del Coseno, resulta que:
c?=a%?+b%?-2abcosC=a%?+b?-2b2=a%?-b?=a?=bh?+c?
y, por tanto, el tridngulo ABC es rectangulo en A.

Corolario 1.13. Dada una terna pitagorica ordenada (a,b,c) € T con semiperimetro s, inradio r y exinradios
ra, rpy Y re, Severifica que:

® r<ry<a
@ rp<b<c<re
® La cadena de igualdades y desigualdades:
r<ra<a=rp<b<c<rg
es cierta si y solo si existe me N tal que (a,b,c)=(3m,4m,5m).
Demostracion:
® Ambas desigualdades son ciertas para cualquier terna pitagdrica, segun se probé en el Corolario 1.7.

@ La primera y tercera desigualdad son ciertas para cualquier terna pitagorica, segun se probd en el
Corolario 1.7. La segunda desigualdad se verifica por hipétesis.

® Utilizando los dos primeros apartados, bastaria con probar que:
a=r,o3ImeN:(ab,c)=(3m,4m,5m)
lo cual es cierto, pues:

=
Si a=ry, entonces, el Teorema 1.4. nos asegura que:

a=0%C  5p2ipc-4c2=0 = %:%:5b=4c:3mef\l:c=5m
L)) 5/4

3 c2=aib? b

por lo que:

b:%=4m = a=3m

c2=a2+h?
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y, por tanto:

ImeN:(ab,c)=(3m,4m,5m)

Si existe me N tal que (a,b,c)=(3m,4m,5m), entonces:

-3m+4m+5m

a=3m= 2 Teorema L.4. M

A la vista de la cadena de igualdades y desigualdades probada en este corolario, cabria pensar en la posibilidad
de que, para cualquier terna pitagérica ordenada (a,b,c) € T, se verificase que:

r<ro<a<r,<b<c<re
lo cual, en general, no es cierto, ya que, aunque para algunas ternas si lo es (por ejemplo para (5,12,13)), en
cambio, para otras no lo es (por ejemplo para (20,21,29)). Mas adelante, en los Teoremas 2.9., 3.8., 3.9., 4.9,

5.9.y 6.10., se dara una caracterizacion de las ternas pitagéricas ordenadas (a,b,c) e T tales que a < ry.

Corolario 1.14. Dada una terna pitagdrica ordenada (a,b,c) e T, se verifica que:

b a
t-a<l+V2 < Tp
Demostracion:

Si r esel inradio de esta terna pitagorica, el Corolario 1.4. nos asegura que:

c—a| 2r? c-ascb c—a>.J2r
2

_ — = = =

(C a)(c b) 2r { c—-b| 2r2 o noescuadradoperfecto{ c—-b<J2r

por lo que:
b _ b _ 2r _ 2r 2r
© C_aTeoreaalA.b—2|’_1+b—2r Teoreaa1.4.1+c_a<1+ ﬁr_1+‘/§
_a_  _ a_ _ 2r _ 2r 2r
© C—Db Teorema14. a—2r_1+a—2r Teoreﬁa1.4.l+C—b>1+ ﬁr_l+‘/7

Teorema 1.8. Para cualquier terna pitagérica (a,b,c) € T, se verifica que:

c 2

a+b~ 2

Demostracion:
Como los catetos de cualquier terna pitagérica (a,b,c) € T son distintos, se verifica que:

0<(a—bh)*=a%+b?-2ab
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por lo que:

a2+b?>2ab
2(a%+b?) >a%+b?+2ab
2¢2> (a+b)?
c? 1

21
(a+b)® 2

c_ 2
a+b 2

Teorema 1.9. Dados a,b,ceN, se verificaque (a+b,a+c,a+b+c) esuna terna pitagorica si y sélo si
a? = 2bc.

Demostracion:
Basta con tener en cuenta que:
(@a+b+c)’—(@+h)*—(a+c)?=2bc—a?

Ejemplo 1.1. Un ejemplo de ternas pitagoricas del tipo estudiado en el Teorema 1.9. podemos obtenerlo a partir
de cuatro términos consecutivos de una sucesion de Fibonacci:

(XY, X+Y,X+2y)

tomando uno de los catetos igual al producto de los dos términos extremos x(x + 2y) = 2xy +x?, el otro cateto
igual al doble producto de los dos términos centrales 2y(x +y) = 2xy +2y? 'y la hipotenusa igual a la suma de
los cuadrados de los dos términos centrales y2+(x+y)2 = 2xy + X% +2y?, es decir, considerando la terna
pitagorica:

(@,b,c) = (2xy +x2, 2xy + 2y?, 2xy + X2 + 2y?)
en la cual, se verifica que:
a2 = (2xy)? = 2x22y? = 2hc

Ejemplo 1.2. Segun el Teorema 1.9., paracada neN, (2n+1,2n?+2n,2n?+2n+1) es una terna pitagorica,
ya que:

(2n)?=2-.1-2n2
siendo su inradio:

fo 2n+1+2n2+2n—(2n2+2n+1)_n
" Teorema 1.4. 2 -

y su area:

(2n+1)(2n%2+2n)
An = 2

—nh+1)2n+1) =6 él K2
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Definicién 1.5. Dado heN, se llama Div(h) al conjunto de divisores de h (escritos en forma ordenada y
creciente) y se llama d(h) al nimero de divisores de h. Ademas:

@ Si Div(h?)={1,2,....h,...,h?} esel conjunto de divisores de h?, se verifica que:
v deDiv(h?) /d<h, 3tdeDiv(h?) /d=d:d-d=h?

Para cada d  Div(h2), el correspondiente elemento d e Div(h?) recibe el nombre de divisor gemelo
de d.

@ Si Div(2h?)={1,2,...,.h?,2h?} es el conjunto de divisores de 2h? se verifica que:
v d e Div(2h?) /d< J/2h, 31d e Div(2h?) /d+d : d-d=2h?

Para cada d e Div(2h?), el correspondiente elemento d € Div(2h2) recibe el nombre de divisor
gemelo de d.

Lemal.2. Dado heN, si d(2h?) denota el nimero de divisores de 2h? y:
Div(2h?) = {dy, .. d e, Dy ..., |

es su conjunto de divisores (escritos en forma ordenada y creciente), se verifica que:

d(2h?)

® Vi=1.,—%5 > di+di<1+2h
@ Vi=1, @ 2 di +di > dgene) + dgione)
Demostracion:
@ Como:
vuz,...,@:dmaigh?
entonces:
vuz,...,@:zdxzaigzhz
por lo que:
vuz,...,@:z(cjﬁai)dhz
y, por tanto:
Vi=2.., d(22h2) - di+d; <2h? <1+ 2h?
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y, finalmente, como d; +d; = 1+ 2h?2, entonces:

d(2h?) .
>

Vi=1,.., di +di <1+ 2h?

2
@ Utilizando célculo diferencial, es facil probar que la funcion x+ % es estrictamente decreciente (por

ser su funcion derivada estrictamente negativa) en el intervalo (0, /2 h), en el cual esta contenido el

2
conjunto {1@} siendo, ademas:
2
Vi=1,.., d(22h ) 1di <d e
por lo que:
2 _ 2 2 _
vizt,., 9@ G 42 s i + 2 —d s + T
2 d. 2 dm 2 2

2

Ejemplo 1.3. Vamos a ilustrar el Lema 1.2. con un ejemplo. Si h=10, como 2h? =200 = 2352, entonces,
d(2h?)=4.3=12 y:

Div(2h?) = {d; =1,d, = 2,d3 = 4,d, = 5,ds = 8,d; = 10, ds = 20, ds = 25,d, = 40,d; = 50, d, = 100,d; = 200}
por lo que:

® (d+d) . =d;+dy=1+200=201

maxima
@ (d+d)  =ds+0ds=10+20=30
Lema1.3. Dado heN, si d(h?) denota el nimero de divisores de h? vy:

Div(h?) = {1 =dy, 0y, ., dazs D, ey, O, O = h2}

es su conjunto de divisores (escritos en forma ordenada y creciente), se verifica que:

2) _ -
Vizl,...,d(h—z)l:di+di§1+h2
Demostracion:
Como:
. d(h?)-1 = 2
Vi=2,.., (2) d.<dish7
entonces:
2 _ -
Vizz,...,%:zdmzdighz
por lo que:
. d(h?)-1 =
vi=2,., 32150, 1d) <2n
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y, por tanto:

d(h?)-1
2

Vi=2,.., “di+di <h?2<1+h?

y, finalmente, como d; + dy =1+h2, entonces:

di+d; <1+h?

. d(h?)-1
V|_1,...,—2

Ejercicio 1.1. Dada una terna pitagérica (a,b,c) con inradio r, aportar una demostracion alternativa a la dada
en el Teorema 1.4. para probar que:

_a+b-c
==

Solucién:

Segun se observa en la siguiente figura:

Ejercicio 1.2. Probar que, para un ladrillo de Euler, se verifica que:
® La lontigud de alguna de sus aristas es multiplo de 5.
@ La lontigud de alguna de sus aristas es multiplo de 11.
Solucion:

@ Como los restos cuadraticos mddulo 5 son {0,1,4}, si ninguna de las aristas tuviese longitud maltiplo
de 5, deberia haber, al menos, dos aristas con el mismo resto cuadréatico, lo cual es imposible, ya que:

1+1=2(mod 5)
4+4 =3 (mod 5)

por lo que las caras correspondientes a dos aristas cuyos restos cuadraticos son iguales no pueden
contener una terna pitagorica, llegandose asi a una contradiccion y, por tanto, algunas de las tres
longitudes ha de ser multiplo de 5.
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@ Supongamos que ninguna de las tres longitudes es multiplo de 11. Como los restos cuadraticos no nulos
mddulo 11 son {1,3,4,5,9}, si, por ejemplo, una de las longitudes tiene resto cuadratico 1, para poder
formar con ella dos ternas pitagoricas, las otras dos longitudes deben tener necesariamente restos
cuadraticos contenidos en {3,4}, por lo que no pueden ser catetos de una terna pitagorica, ya que:

3+4=7(mod 11)

De igual forma ocurre para el resto de casos, por lo que se llega a una contradiccion y, por tanto,
algunas de las tres longitudes ha de ser maltiplo de 11.

Ejercicio 1.3. Probar que el area total de ladrillo de Euler es multiplo de 24.
Solucién:
Si u, v y w son las longitudes de las tres aristas del ladrillo de Euler, segun las Propiedades 1.1.:

uv=0 (mod 12)
vw =0 (mod 12)
wu =0 (mod 12)

por lo que su area total verifica que:
Aagritio = 2(UV + vw +wu) = 0 (mod 24)
Ejercicio 1.4. Probar que, para un ladrillo de Euler, se verifica que:

® Las longitudes de, al menos, dos de sus aristas son multiplos de 3, siendo, ademas, alguna de ellas

maultiplo de 9.
@ Las longitudes de, al menos, dos de sus aristas son multiplos de 4 , siendo, ademas, alguna de ellas
maultiplo de 16.
Solucioén:

® Sino hubiese, al menos, dos aristas con longitudes multiplos de 3, entonces, una de las caras contendria
una terna pitagoérica en la cual ningun cateto seria multiplo de 3, lo que contradice las Propiedades 1.1.
Ademas, si (u,v,w) es la terna pitagdrica correspondiente a la cara cuyas dos aristas tienen longitudes
maltiplos de 3, como:

=w=0 (mod 3)

u=0 (mod 3)
v=0(mod 3)

entonces, dichas propiedades nos aseguran que (% % %) también es una terna pitagorica, siendo:

u
§Eo(mod 3) u=0 (mod 9)
0 = 0
%Eo(mod 3) v=0(mod 9)

@ Totalmente analogo al apartado anterior.
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Ejercicio 1.5. Laecuacion x*—4y* =z? no admite ninguna solucion entera con yz 0.

Demostracion:

Si esta ecuacion admitiese alguna solucién (u,v,w) € N® con vw =0, entonces, admitiria infinitas soluciones,
ya que, para cualquier k e N, (ku, kv, k?w) € N® también seria una solucién con kv-kw = k?vw = 0. Ademas,
como:

we{zeN/3(xy)eN?:x*=4y*+72} + &

entonces, este conjunto de nimeros naturales tiene primer elemento por lo que podemos considerar la solucién
(a,b,c) e N3 con a minimo, siendo:

a* =4b* +c?

y, por tanto, (2b2,c,a?) seria una terna pitagérica primitiva ya que mcd(a2, 2b2) =1, segin vamos a probar a
continuacion. Si fuese mcd(a,b) =d > 1, entonces, mcd(a?,b?) =d?, por lo que podria ocurrir que:

® mcd(a?,2b?) =d?, en cuyo caso:
d* | (@*-4b*)=c?>=d? | c
por lo que:
aY'_,(bY _(cY?
(d) _4(d) _(dZJ
ab c

Yy, por tanto, (E’ a ﬁ) e N?® seria una solucién de la ecuacion dada, con
Ilegandose a una contradiccion.

oo

-&:%io y %<c,

@ mcd(a?,2b?) =2d?, encuyo caso, a? (y también a) seria par, por lo que también lo seria:

c?=a*-4b*
(y también c), es decir:
ﬂa,CENZ{ a—2’21
c=2C

luego:

AT =c2=a%—4b*=16a" —4b* =T’ =43" -b* =  4w?=43'-16v'=>w2=3" —4v*
T2+b4=2 (mod 4)

y, por tanto, (3,v,w) e N?® seria una solucién de la ecuacién dada, con vw = be +#0 y a<2a=a,

8
Ilegandose a una contradiccién.
Hemos probado, pues, que mcd(a,b) =1, por lo que puede ocurrir que:

©® mcd(a?, 2b?) =1, en cuyo caso, mcd(2b?,c,a?) =1, porloque (2b? c,a?) seria una terna pitagdrica
primitiva.
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® mcd(a?, 2b?) =2, encuyo caso a® (ytambién a) seria par, por lo que también lo seria:

c?=a*-4b*
(y también c), es decir:
a=2a
da,ceN: { -
== c=2C

luego:

422:C2=a4—4b4=16§4—4b4292=4§4—b4

y, por tanto, (b,g, g) e N?® seria una solucion de la ecuacién dada, con ac = % +0 y c<2c=c,
llegandose a una contradiccion.

Una vez probado que (2b?,c,a?) es una terna pitagorica primitiva, segun se prueba en el décimo apartado de
las Propiedades 1.1.:

a?=n?+m?
InmeN/n>m:q b2=nm
c=n?-m?

siendo mcd(n,m)=1y n—m=1(mod 2). Ademas, como b?=nm y mcd(n,m)=1, entonces:

Hp,qu:{ :122222
por lo que:
a’=n?+m2=p*+q*
luego (g?,p?,a) es una terna pitagérica primitiva, ya que mcd(q?,p?) =med(m,n)=1 vy, si g?=m es par (en

caso contrario, se razonaria de forma totalmente analoga), segin se prueba en el décimo apartado de las
Propiedades 1.1.:

a=e?+f2
Je,feN/e>f:q g% =2ef
p2=e2_f2

siendo mcd(e,f)=1 y e—f=1 (mod 2). Suponiendo que e espary f impar, como ¢? = 2ef y:

mcd(2e, f) es o mcd(e,f) =1

entonces:

_ 2e=(2g)2
EIg,heN.{ f_h?
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siendo:
p?=e2-f2=4g*-h* = 4g* =p?+h*=2(mod 4) - imposible
y,si e esimpary f par, como g2 =2ef vy:

mcd(e,2f) = mcd(e,f)=1
e es impar
entonces:

| 2f=(2g)?
EIg,heN.{ 6 h?

por lo que (h,g,p) seria una solucién de la ecuacion dada, con gp+0 y h<h?=f<f?<e?+f2=a,
llegandose a una contradiccion. Por tanto, la ecuacion x* —4y*=z2 no admite ninguna solucion entera con
yz + 0.

Ejercicio 1.6. Laecuacion x*—y* =z? no admite ninguna solucion entera con yz + 0.

Demostracion:

Si esta ecuacién admitiese alguna solucién (u,v,w) € N® con vw 0, entonces, admitiria infinitas soluciones,
ya que, para cualquier ke N, (ku, kv, k?w) e N® también seria una solucion con kv -kw =k>ww = 0. Ademas,
como:

ue{xeN/3(y,2)eN?:x*=y*+7°} + @

entonces, este conjunto de numeros naturales tiene primer elemento por lo que podemos considerar la solucién
(a,b,c) e N® con a minimo, siendo:

a*=b*+c?

y, por tanto, (b2,c,a?) seria una terna pitagorica primitiva ya que mcd(a?,b?) =1, segln vamos a probar a
continuacion. Si fuese mcd(a,b) =d > 1, entonces, mcd(a2,b?) =d?, en cuyo caso:

d*|a*-b*=c?=>d? | c

por lo que:
&) -8)-&)
ab c b ¢ _bc a

y, por tanto, (H’H’?j e N?® seria una solucion de la ecuacién dada, con - #0 vy q<a
llegandose a una contradiccion. Hemos probado, pues, que mcd(a,b) =1 por lo que mcd(a? b?)=1 v, por
tanto, mcd(b?,c,a?)=1. Una vez probado que (b?,c,a?) es una terna pitagérica primitiva, segiin se prueba en
el décimo apartado de las Propiedades 1.1., puede ocurrir que:

b2 =n2-m? b% =2nm
InmeN/n>m:q c=2nm 6 3InmeN/n>m:3 c=n?2-m?
a’=n?+m? a?=n?+m?

siendo mcd(n,m)=1y n—m=1(mod 2), por lo que vamos a distinguir ambos casos:
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@ En el primer caso, como:
a2b2 =n4-m*

entonces, (n,m,ab) seria una solucién de la ecuacién dada, con mab+0 y n<a (por ser
n?=a%2-m? <a?), llegandose a una contradiccion.
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@ En el segundo caso, suponiendo que m es pary n esimpar (en caso contrario se razonaria de forma
totalmente analoga), resulta que:

dmeN:m=2m
por lo que:

mcd(n, m)  ecpar mcd(n, 2m) = med(n,m) =1

2
y, cOmo nm= % = (%) , entonces:

siendo:
a’=n?+m?=n?+4m" = p* +4q*

con lo cual, (p,qg,a) seria una solucién de la ecuacion x*+4y*=z2 con ga=0, llegandose a una
contradiccion con el resultado probado en el Ejercicio 1.5.

Por tanto, la ecuacion x* —y*=z2 no admite ninguna solucion entera con yz + 0.

Ejercicio 1.7. Dadas dos ternas pitagéricas ordenadas (a,b,c) y (u,v,w), probar que (Jau—bvl,av+bu,cw)
y (lav—bul,au+bv,cw) también son ternas pitagorcias.

Solucion:
® Como:
(au—bv)? + (av+bu)® = a2u? + b2v2 + a2v2 + b2u? = (a2 + b2)(u? + v2) = c2w? = (cw)’
entonces, (lau—bvl,av+bu,cw) es una terna pitagérica.
@ Como:
(av—bu)® + (au + bv)? = a2v2 + b2u? + a2u? + b2v2 = (a2 + b2)(u2 + v2) = c2w? = (cw)?
entonces, (lav—bul,au+bv,cw) es una terna pitagérica.
Ejercicio 1.8. Probar que:
® No existe ninguna terna pitagérica primitiva cuya hipotenusa sea multiplo de 7.

@ No existe ninguna terna pitagorica primitiva cuya hipotenusa sea multiplo de 11.
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Solucién:

@ Si (a,b,c) fuese una terna pitagérica cuya hipotenusa es maltiplo de 7, como los restos cuadraticos
médulo 7 son {0,1,2,4}, necesariamente, habria de ocurrir que:

2 = =
a2 +b? == 0 (mod 7):{ a?=0(mod 7) { a=0(mod 7)

b? =0 (mod 7) b=0(mod 7)
y, por tanto, la terna pitagérica (a,b,c) no seria primitiva.

@ Totalmente analogo al caso anterior, teniendo en cuenta que los restos cuadraticos modulo 11 son
{01 1] 3145 51 9}‘

Ejercicio 1.9. Dada una terna pitagdrica (a,b,c), se verifica que:
® Si ninguno de sus catetos es multiplo de 7, entonces, la suma o la diferencia entre ellos es multiplo de 7.

@ Sialguno de los catetos es multiplo de 7, entonces, la suma o la diferencia entre la hipotenusa y el otro
cateto es multiplo de 7.

Solucién:

@ Si (a,b,c) esuna terna pitagorica tal que:

az0(mod 7) . a2 0 (mod 7)
b0 (mod 7) b2 20 (mod 7)

como los restos cuadraticos no nulos médulo 7 son {1,2,4}, necesariamente, ha de ocurrir que:
a?=b? (mod 7)
por lo que, al ser 7 un nimero primo, se verifica que:

a+b=0(mod 7)

(a+b)(a—b)=a%-b2=0 (mod 7)?{ a—b=0(mod 7)

@ Si (a,b,c) esuna terna pitagorica tal que:

a=0(mod 7) a2=0(mod 7) b2 =c2 (mod 7)
0 = 0 > 0
b=0(mod 7) b2 =0 (mod 7) a2=c?(mod 7)
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por lo que, al ser 7 un numero primo, se verifica que:

c+b=0(mod 7)
)
(c+b)(c=b)=c?2-b%2=0(mod 7) c—b=0(mod 7)

0 > 0
(c+a)lc-a)=c?-a?=0(mod 7) c+a=0(mod 7)
6
c—a=0(mod 7)
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CAPITULO 2.- INRADIO.

El inradio de un tridngulo es el radio de su circunferencia inscrita. Es llamativo el hecho que, en el caso
de triangulos cuyos lados formen una terna pitagorica, el inradio sea siempre un nimero natural, asi como que,
para cualquier nimero natural, exista, al menos, una terna pitagérica cuyo inradio sea igual a dicho nimero.
Sélo exiten una terna pitagoérica de inradio 1 y dos ternas pitagoricas de inradio 2, pero, para todos los deméas
nameros naturales, existen, al menos, tres ternas pitagéricas cuyo inradio es igual a dicho nimero y Unicamente
en los nimeros primos impares existen tres.

Surge, de forma natural, contabilizar el nimero de ternas pitagoricas que tienen como inradio un cierto
namero natural r. Para ello, observando que cada uno de los tres lados del triangulo cuyos lados son una terna
pitagérica son mayores que el didmetro de su circunferencia inscrita, es decir, mayores que 2r, hemos
caracterizado las ternas pitagéricas en funcion del inradio y de los divisores de 2r?, de forma que cada pareja
de divisores gemelos de 2r2 genera una terna pitagorica, por lo que el nimero de ternas pitagéricas cuyo
inradio es igual a r serd igual a la mitad del niamero de divisores de 2r?2.

Otra cuestion llamativa es que, cuando el inradio de una terna pitagérica es un ndmero impar, su
semiperimetro es un namero par y, cuando el inradio es par, el semiperimetro es, a veces par y a veces impar,
por lo que hay un mayor nimero de ternas pitagdricas cuyo semiperimetro es un nimero par.

En el Teorema 2.6., determinaremos el nimero de ternas pitagdricas cuyo inradio es un nimero par y
cuyo semiperimetro es un nimero impar, que coincide con el nimero de divisores impares del cuadrado de su
inradio.

Al comparar la relacion de orden entre lados, inradio y exinradios, sorprende la relacion entre el cateto
menor a de la terna pitagorica y el exinradio mediano r, de ésta, ya que, en algunos casos a <r,, €n otros
casos se da la igualdad y en otros casos a>r,, lo cual esta determinado por el nimero de divisores de 2r2
que se encuentren en los intervalos (0,r) 6 (r, V2 r). Unicamente en las ternas pitagoricas proporcionales a la
terna (3,4,5) se da la igualdad entre el cateto menor y el exinradio mediano.

Finalmente, determinaremos las ternas pitagoricas de area maxima y minima entre las que tienen un
mismo inradio.

Teorema 2.1. Dada una terna pitagérica (a,b,c) e T, se verifica que su inradio r es un ndmero natural.

Demostracion 1:

Si llamamos A y s al areay al semiperimetro, respectivamente, de la terna pitagérica (a,b,c), resulta que:

ab
Pl A 2 __ab ab(a+b—c) 3 ab(a+b—c)_a+b_cEN
TS T at+b+c " a+b+c (a+b+c)a+b-—c) azbz= 2ab -2

2

yaque a+b-c>0 (por la desigualdad triangular) y como (al menos) uno de los catetos es un nimero par
(porque 2 no es resto cuadratico mddulo 4), entonces, el otro cateto y la hipotenusa tienen la misma paridad.

Demostracion 2:

Vamos a distinguir dos casos:
@ Si (a,b,c) esuna terna pitagorica primitiva, entonces:
a=u?-v?

JuveN/u>v:q b=2uv
c=u?+v?
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por lo que, si llamamos A y s asu areay su semiperimetro, respectivamente, resulta que:

v (W—v2)  uwlu+vu—v)
A 2 _wwr-v?) _ wlu+v)lu-v)
r=+s= u2—v2+25v+u2+v2 ToouZ+uv u(u+v) =vu-v)eN
@ Si (a,b,c) es una terna pitagérica no primitiva, entonces, mcd(a,b,c) =k e N\{1}, siendo la terna
pitagorica (d,e,f) =(%%%) primitiva, por lo que, segln el caso anterior, su inradio rpge €S un

namero natural. Ademas, como los triangulos rectangulos ABC y DEF son semejantes con razon de
semejanza K, si llamamos Aasc ¥ Aper @ SUS respectivas reasy Sasc Y Sper @ SUS respectivos
semiperimetros, resulta que:

Teorema 2.2. Dado neN, existe, al menos, una terna pitagdrica tal que su inradio es igual a n.
Demostracion:
Como (3,4,5) es una terna pitagorica, entonces, para cualquier neN, (3n,4n,5n) también es una terna

pitagorica. Ademas, si llamamos A, r y s a su &rea, su inradio y su semiperimetro, respectivamente, se
verifica que:

Teorema 2.3. Dado re N, se verifica que el nimero n(r) de ternas pitagéricas (a,b,c) e T distintas (salvo
el orden de los catetos) tales que su inradio es igual a r es mayor o igual que d(r).

Demostracion:
Si denotamos por:
Div(r) = {1=d;,d,...,dg¢)-1, dgey = 1}
al conjunto de divisores de r (escritos en forma ordenada y creciente), resulta que:
Vi=1,..d(r):didgnai=r
por lo que, considerando:
Vi=1,..,d(r): (ui,vi) = (di + dgpyiai, di)
y la terna pitagorica asociada:

ai=uf —vi=(di + dd(r)+17i)2 —-df = dg(r)+1—i +2didg(a-i = dg(r)+1—i +2r
Vi= 1, ..., d(r) . bi = 2UiVi = 2(d| +dd(r)+l—i)di = 2(d|2 + r)
Ci = U + V2 = (di + daori)® + A =207 + (). + 2didgeni = 207 + 1) + 3.

segun la tercera Propiedad 1.2, resulta que sus inradios son:

Vi=1,..,d(r):ri=vi(ui-vi) = didagrya-i =1
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Hemos probado, pues, que existen, al menos d(r) ternas pitagdricas tales que su inradio es igual a r, lo cual no
significa que no pueda haber més, segin veremos mas adelante.

Ejemplo 2.1. Vamos a ilustrar el Teorema 2.3. con dos ejemplos:.
@® Para r=16=2% resultaque d(16)=4+1=5 ycomo:
Div(16) ={d; =1,d, =2,d3 =4,d;, =8,ds = 16}
entonces:

(a1,by,c1) =(162+2-16,2(12+16),2(12 + 16) + 162) = (288, 34, 290)
(az,b2,co) =(8%2+2-16,2(22 +16),2(22 + 16) + 82) = (96, 40, 104)
(as,bs,c3) =(4%2+2.16,2(42 +16),2(4% + 16) + 4%) = (48,64, 80)
(as,b4,c4)=(22+2-16,2(82+16),2(82+16) + 22) = (36, 160, 164)
(as,bs,c5) =(12+2-16,2(16%2+16),2(16% + 16) + 12) = (33, 544, 545)

@ Para r=20=22%5, resultaque d(20)=(2+1)(1+1)=6 Yy como:
DIV(ZO) = {dl = 1, d2 = 2, d3 = 4, d4 = 5, d5 = 10, da = 20}
entonces:

(a1,b1,c1) =(202+2-16,2(12 +16),2(12 + 16) + 202) = (440, 42,442)
(a2, b2, ¢0) =(102+2-16,2(22 +16),2(22 + 16) + 102) = (140, 48, 148)
(as,bs,c3) =(5%2+2-16,2(42 +16),2(4% + 16) + 5%) = (65,72, 97)
(as,b4,¢4) =(4%2+2-16,2(5% +16),2(52 + 16) + 42) = (56, 90, 106)
(as,bs,cs5) =(22+2-16,2(102 + 16),2(102 + 16) + 22) = (44, 240, 244)
(ag, b, cs) =(12+2-16,2(20%2 + 16),2(20%2 + 16) + 12) = (840, 41, 841)

Teorema 2.4. Dados r,d e N, existe una terna pitagérica (a,b,c) € T coninradio r ytalque c=b+d siy
solosi d esundivisor de 2r2. Ademas, una parametrizacion de dicha terna pitagorica, en funciénde r y d,
es:

2r2

2r? 5 =
(a,b,c)=(2r+d,2r+T,2r+d+T)=(2r+d,2r+d,2r+d+d)

Demostracion:

Dados r,deN, si (a,b,c)eT esunaterna pitagdrica con inradio r y tal que c=b+d, segin el Teorema
14.:

r= a+k2)—c = agd —a=2r+d

por lo que, aplicando el Teorema de Pitagoras, resulta que:
(b+d)*=c?=a%+b?=(2r+d)*+b? = 2bd = 4r? + 4rd = bd = 2r2 + 2rd
lo cual implica que tal terna existe si y sélo si d es un divisor de 2r?, vy, en tal caso, tendriamos que:

2r? 2r? 5 =
(a,b,c)=(2r+d,2r+T,2r+d+T)=(2r+d,2r+d,2r+d+d)
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Teorema 2.5. Dado reN, el nimero de ternas pitagéricas (a,b,c) e T distintas (salvo el orden de los
catetos) tales que su inradio es igual a r viene dado por:

ne(r) =

d(2r?)

2
Ademas, haciendo una eleccion adecuada de dichos divisores, se puede conseguir que todas estas ternas estén
ordenadas.

Demostracion:

Segun el Teorema 2.4.:

Vv d e Div(2r?) : (a4, bg,Cq) = (2r+d 2r+25 2r+d+ ) (2r+d 2r+d, 2r+d+d)

son las Unicas ternas pitagoricas con inradio r. Ademas, como, para cada d € Div(2r?), se verifica que:
2r?
(aa,ba,ca) [2r+d 2r+ =— 5 2r+d+ 5 J (2r+d 2r+d, 2r+d+d) (bg,aq,Cq)

entonces, cada par de catetos se repite (salvo el orden de éstos) exactamente dos veces y, por tanto, el nimero de
ternas pitagoricas (a,b,c) e T distintas (salvo el orden de los catetos) tales que su inradio es igual a r viene
dado por:

n(r) = 927

Ademas, se puede conseguir que estas n.(r) ternas pitagéricas estén ordenadas, ya que, para cualquier
d € Div(2r?) tal que d< V2, se verifica que:

2r+d<2r+2(; =hg<bg+d=cy

y, por tanto:

ngo<(r) =d. 7, 2r2) = 927 )

siendo d<ﬁr(2r2) el nimero de divisores de 2r2 que son menores que /2 r.

Corolario 2.1. Paracada ne N, existe una terna pitagérica (an, bn,c,) € T primitivay ordenada, con inradio
r,=n Yy tal que:

aZ=b,+c,
Demostracion:
Como 1e Div<ﬁn(2n2), entonces, el Teorema 2.5. nos asegura que la terna pitagorica con inradio r,=n:
(@n,bn,cn)=(@2n+1,2n?+2n,2n?+2n+1)

es ordenada, siendo, ademas, primitiva, ya que cualesquiera dos nimeros naturales consecutivos son primos
entre si. Finalmente, se verifica que:

bn+Ch=2n2+2n+2n%2+2n+1=4n2+4n+1=(2n+1)*=a2

4
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(en el Ejemplo 11.2b. se muestran los treinta y cinco primeros términos de esta sucesion)
Corolario 2.2. Dado reN, si d(r) y n.(r) denotan, respectivamente, el nimero de divisores de r y el
ndmero de ternas pitagéricas (a,b,c) e T distintas (salvo el orden de los catetos) tales que su inradio es igual a
r, se verifica que:
n(r)=d(r) @3 e NU{0} : r=2¢

Demostracion:

Tenemos que probar la doble implicacion:

=
Siexiste e NU{0} tal que r=2#, entonces, 2r? =2%* por lo que, segun el Teorema 2.5.:
2 20+1+1
0 =92 L g
=

Si r=2k.ph..  .ph (Bo, B1, ..., fr e NU{0}) es la descomposicion en factores primos de r,
entonces, 2r2 = 2%+t . p# . . pZ% porlo que, si n.(r)=d(r), el Teorema 2.5.nos asegura que:

@:d(r)
2 2 ﬁ 2 1 t
(ﬂo-’- )kél(ﬁk—‘r ):(ﬂ0+1)|£[]_(ﬂk+1)

I (c+1) =J1 (Bi+1)
lo cual es posible Gnicamente si f; =...=; =0, yaque, en caso contrario:
IT (2 +1) >11 (e +1)
pues:
VOeN:20+1>0+1
Por tanto:
AB=BoeNU{0} : =25
Ejemplo 2.2. Vamos a ilustrar el Teorema 2.5. con algunos ejemplos:

® Para r=1, como 2r2=2, entonces, el nimero de ternas pitagdricas distintas (salvo el orden de los
catetos) tales que su inradio igual a 1 es:

Ademas, como:
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entonces, el conjunto de ternas pitagdricas cuyo inradio igual a 1 es:

T.(1)={(2+1,2+2,2+1+2)}={(3,4,5)}

@ Para r=2, como 2r?=8=23, entonces, el nimero de ternas pitagdricas distintas (salvo el orden de

los catetos) tales que su inradio es igual a 2 es:

Ademas, como:
Div(8) = {d: = 1,d, = 2,d, = 4,d; = 8}
entonces, el conjunto de ternas pitagéricas cuyo inradio igual a 2 es:
T(2)={(4+1,4+8,4+1+8),(4+2,4+4,4+2+4)} ={(5,12,13),(6,8,10)}

Para r=8=2% como 2r?=128=27, entonces, el nUmero de ternas pitagoricas distintas (salvo el
orden de los catetos) tales que su inradio es igual a 8 es:

Ademas, como:
Div(128) = {d; = 1,d, = 2,d5 = 4,d, = 8,ds = 16,d3 = 32,d, = 64,d; = 128}

entonces, el conjunto de ternas pitagdricas cuyo inradio igual a 8 es:

(16+1,16+128,16+ 1+ 128) (17,144, 145)
T.(8) = (16+2,16+64,16+2+64) | _| (18,80,82)
' (16+4,16+32,16 + 4 +32) (20,48,52)
(16+8,16+ 16,16 + 8+ 16) (24,32, 40)

Para 18=2-3%, como 2r? =648 =23%3%, entonces, el nimero de ternas pitagoricas distintas (salvo el
orden de los catetos) tales que su inradio es igual a 18 es:

d(648) _ (B3+1)(4+1) _

nr(18) = 2 2

10
Ademas, como:

dlzl,dz:2,d3:3,d4=4,d5=6,d528,d7=9,d8=12,d9=18,d10224,610:27 }

Div(648) = - - - - - - Z - _
do =36,ds =54,d7 =72,ds =81,ds5 = 108,d4 = 162,d3 = 216,d, = 324,d, = 648
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entonces, el conjunto de ternas pitagéricas cuyo inradio igual a 18 es:

(36+1,36+648,36 + 1 +648)
(36 +2,36+324,36 +2+324)
(36 + 3,36 + 216,36 + 3+ 216)
(36+4,36+162,36 +4+162)
T.(18) - (36+6,36+108,36+6+108) | _

(36+8,36+81,36+8+81)
(36+9,36+72,36+9+72)

(37,684, 685)
(38,360, 362)
(39,252, 255)
(40, 198,202)
(42,144,150)
(44,117,125)
(45,108,117)

(36 +12,36+54,36 + 12 +54) (48,90,102)
(36 + 18,36 + 36,36 + 18 + 36) (54,72,90)
(36 +24,36 +27,36 + 24+ 27) (60, 63,87)

® Para r=30=2-3-5 como 2r?=1800 = 233252, entonces, el nimero de ternas pitagdricas distintas
(salvo el orden de los catetos) tales que su inradio es igual a 30 es:

nr(30) =

18

d(1800)  (3+1)2+1)(2+1)
2 - 2 =

Ademas, como:

dy=1,d,=2,d3=3,d;=4,d5=5,ds =6,d7 =8,dg = 9,do = 10,d10 = 12, d3, = 18
dis = 20,d14 = 24,d1s5 = 25, d 16 = 30, d17 = 36, d1g = 40, d1g = 45,d17 = 50
di6 = 60,d15 = 72,d14 = 75,d13 = 90, dy, = 100, dy3 = 120, dyo = 150, dg = 180
dg =200,d; = 225,ds = 300, ds = 360, d, = 450, d5 = 600, d, = 900, d; = 1800

Div(1800) =

entonces, el conjunto de ternas pitagéricas cuyo inradio igual a 30 es:

(60+ 1,60+ 1800,60 + 1 +1800) (60 + 12,60+ 150,60+ 12+ 150)
(60 +2,60+900,60+2+900) (60 + 15,60+ 120,60 + 15+ 120)
(60+3,60+600,60+3+600) (60+ 18,60+ 100,60+ 18+ 100)

T:(30) =

(60 +4,60 + 450,60 + 4 + 450)
(60 +5,60 + 360,60 + 5 + 360)
(60 + 6,60 + 300, 60 + 6 + 300)
(60 + 8,60 + 225,60 + 8 + 225)
(60 +9,60 + 200,60 + 9 +200)

(60 + 20, 60 + 90, 60 + 20 + 90)
(60 + 24,60 + 75,60 + 24 + 75)
(60 + 25, 60 + 72, 60 + 25 + 72)
(60 + 30, 60 + 60, 60 + 30 + 60)
(60 + 36, 60 + 50, 60 + 36 + 50)

(60 + 10,60 + 180,60+ 10+180) (60 + 40,60 + 45, 60 + 40 + 45)

(61,1860, 1861)
(62,960, 962)
(63,660, 663)
(64,510, 514)
(65,420, 425)
(66, 360, 366)
(68, 285, 293)
(69, 260, 269)
(70, 240, 250)

(72,210,222)
(75,180, 195)
(78,160,178)
(80, 150, 170)
(84,135,159)
(85,132,157)
(90, 120, 150)
(96,110, 146)
(100, 105, 145)

Teorema 2.6. Sea re N :

@ Si r esimpar, entonces, para todas las ternas pitagéricas (a,b,c) e T tales que su inradio es igual a r,
se verifica que su semiperimetro s es un nimero natural par.

@ Si r es par, entonces, el nimero de ternas pitagéricas (a,b,c) € T tales que su inradio es iguala r y
su semiperimetro s es un ndmero natural impar coincide con el nimero de de divisores impares de r2.

Demostracion:

® Si r esimpar, entonces, para cada d e Div(2r2), se verificaque d y d tienen distinta paridad, por lo
que el semiperimetro de la terna pitagérica:

(a4, ba,ca) = (2r+d,2r+d,2r +d +0d)

7
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es par, pues:

ad+bd+cd
Sq = 2 =

3r +d+d

impar impar

6r+2(d+d)
> =

@ Si r espar y(d,a) es un par de divisores gemelos de 2r?, vamos a distinguir dos casos:
O Si d y d son ambos pares, entonces, el semiperimetro de la terna pitagérica:
(ag,bg,cq) = (2r+d,2r+a,2r+d+a)
es par, pues:

6r+2(d+d -
sdza”g”‘:d: g )=3r+d+d

par par

® Si d y d tienen distinta paridad, entonces, el semiperimetro de la terna pitagorica:
(4, ba,ca) = (2r+d,2r+d,2r +d+0d)

es impar, pues:

ad+bd+cd 6r+2(d+a)
SJ=TT S 2

=3r+d+d

par impar

Por tanto, en este caso, el nimero de ternas pitagéricas (a,b,c) e T tales que su inradio es igual a r y
su semiperimetro s es un numero natural impar coincide con el nimero de divisores impares de 2r?,
que, a su vez, coincide con el nimero de divisores impares de r?.

Ejemplo 2.3. Vamos a ilustrar el Teorema 2.6. con dos ejemplos:

@® Si r=15, entonces, (por tratarse de un nimero impar) para todas las ternas pitagéricas (a,b,c)eT
tales que su inradio es igual a 15, se verifica que su semiperimetro s es un nimero natural par.
Ademas, como 2r2=450=2-32.52, entonces, d(450) =18, siendo:

Div(450) ={1,2,3,5,6,9, 10, 15, 18, 25, 30, 45, 50, 75, 90, 150, 225, 450 }

por lo que el Teorema 2.5. nos asegura que n,(15) = % =9 vy, ademas:

T:(15) = 1 (31,480, 481), (32, 255, 257), (33, 180, 183), (35, 120, 125), (36, 105, 111), (39, 80, 89), (40, 75, 85), (45, 60, 75), (48, 55, 73)
s par (1) spar (2) spar (3) s par (5) s par (6) spar (9) s par (10) ) )

s par (15 s par (18!
@ Si r=10, como 2r2=200=23-52, entonces, d(200) =12, siendo:

Div(200) = {1,2,4,5, 8, 10, 20, 25, 40, 50, 100, 200 }

por lo que el Teorema 2.5. nos asegura que n,(10) = % =6 Yy, como:

{d e Div(200) : d =1 (mod 2)} ={1,5,25}
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resulta que hay exactamente tres ternas pitagoricas con inradio igual a 10 tales que su semiperimetro s
es un namero natural impar. Ademas:

T+(10) = {(21, 220, 221) (22, 120 122) (24, 70 74) (25,60, 65), (28, 45,53), (30, 40, 50)

s impar (1 s par (2 s par (4 s impar (5) s impar (8) s par (10)

Corolario 2.3. Dado un nimero primo p>2, para todas las ternas pitagoricas (a,b,c) e T tales que su
inradio es igual a p, se verifica que su semiperimetro s es un nimero natural par.

Demostracion:

@ Segln el Teorema 2.5., el nimero de ternas pitagéricas distintas (salvo el orden de los catetos) tales que
su inradio es igual a p es:

H 2
n(p) = d|v(22p ) _ (1+1)2(2+1) _3
Ademas, como:

DIV(ZpZ) = {d1 = 1,d2 = 2,d3 = p,ag = 2p,az = pz,al = 2p2}
entonces, el conjunto de ternas pitagéricas cuyo inradio igual a p es:

T(p)={(2p+1,2p+2p?,2p+1+2p?),(2p+2,2p+p?,2p+2+p?),(2p+p,2p+2p,2p +p +2p)}
={(2p+1,2p?+2p,2p?+2p+1),(2p+2,p?+2p,p?>+2p+2),(3p,4p,5p) }

@ Segln el Teorema 2.6., como p es impar, estas tres ternas pitagoricas tienen semiperimetro, lo cual se
puede comprobar sin dificultad:

© Paralaterna (2p+1,2p2+2p,2p?+2p+1), resulta que:

q 2p+1+2p2+2p+2p2+2p+1  4p?+6p+2
1= 2 - 2

=2p?+3p+1=0(mod 2)

© Paralaterna (2p+2,p?+2p,p?+2p+2), resultaque:

2p+2+p2+2p+p2+2p+2 2p2+6p+4
2= 2 = 2

=p?+3p+2=0(mod 2)

® Paralaterna (4p,3p,5p), resulta que:

4p+3p+5p 12p

=6p =0 (mod 2)
Teorema 2.7. Sea re N ;

@® Si r=+1(mod 3), entonces, para todas las ternas pitagéricas (a,b,c) e T tales que su inradio es igual
a r, se verifica que su semiperimetro s es un nimero natural maltiplo de 3.

@ Si r=3%p, siendo mcd(p,3)=1 y BeN, entonces, el nimero de ternas pitagéricas (a,b,c)eT
tales que su inradio es igual a r y su semiperimetro s es un nimero natural que no es maltiplo de 3
coincide con el nimero de divisores de 2p2.
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Demostracion:

® Sir=+1(mod 3) ¥y (d,a) es un par de divisores gemelos de 2r2, entonces:

d=1(mod 3)
d=2 (mod 3)
d-d=2r2=2(mod 3) > 0 =d+d=0(mod 3)
d=2(mod 3)
d=1 (mod 3)

Ademés, para cada d e Div(2r?), la terna pitagorica:

(a4, ba,cq) = (2r+d,2r +d,2r +d + 1)

verifica que:

=3r+d+d=0(mod 3)

ad+bd+cd 6r+2(d+a)
T 2

y, por tanto, en este caso, todas las ternas pitagoricas (a,b,c) € T tales que su inradio es igual a r
verifican que su semiperimetro s es un nimero natural maltiplo de 3.

@ Si r=3%p, siendo mcd(p,3)=1y BeN, y (d,a) es un par de divisores gemelos de 2r? = 3%2p?,
vamos a distinguir dos casos:

O Si d=0(mod 3) y d=0(mod 3), entonces, el semiperimetro de la terna pitagérica:
(a4, ba,cq) = (2r+d,2r +d,2r +d +0d)
verifica que:

_ aq+bg+cCy B 6r+2(d+a)

Sq > = > =3r+d+d=0(mod 3)

® Si dx0(mod3) y d=0(mod3) (o viceversa), entonces, el semiperimetro de la terna

pitagorica:
(ag,ba,ca) = (2r+d,2r+d,2r+d+d)
verifica que:
6r+2(d+d _
Sd=ad+b2d+cd= g )=3r+d+d$0(mod 3)

Por tanto, en este caso, el nimero de ternas pitagéricas (a,b,c) e T tales que su inradio es igual a r y
su semiperimetro s es un nimero natural que no es multiplo de 3 coincide con el nimero de divisores
de 2r2 que no son multiplos de 3, que, a su vez, coincide con el nimero de divisores de 2p?2.

10
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Ejemplo 2.4. Vamos a ilustrar el Teorema 2.7. con dos ejemplos:

@® Si r=1020 (mod 3), entonces, para todas las ternas pitagéricas (a,b,c) e T tales que su inradio es
igual a 10 se verifica que su semiperimetro s es un namero natural maltiplo de 3. Ademas, como
2r2 =200 =23.52, entonces, d(200) =12, siendo:

Div(200) = {1,2,4,5,8,10, 20, 25, 40,50, 100, 200 }

por lo que el Teorema 2.5. nos asegura que n,(10) = % =6 y, ademas:

Tr(1o)={(21,220,221),(22,120, 122), (24,70,74) , (25,60,65) , (28,45,53) , (30,40,50) }

s=231=0 (mod 3) (1) s=132=0(mod 3) (2) s=84=0 (mod 3) (4) s=75=0 (mod 3) (5) s=63=0 (mod 3) (8) s=60=0 (mod 3) (10)
@ Si r=27=3% como 2r2=1458=2-.3% entonces, d(1458) =14, siendo:
Div(1458) = {1,2,3,6,9,18,27,54,81, 162, 243, 486, 729, 1458 }

por lo que el Teorema 2.5. nos asegura que n.(27) = % =7 Yy, como:

{d e Div(1458) : d £ 0 (mod 3)} = {1,2}

resulta que hay exactamente d(2)=2 ternas pitagoricas con inradio igual a 27 tales que su
semiperimetro s es un ndmero natural que no es maltiplo de 3. Ademas:

T:(27) = {(55, 1512,1513), (56,783, 785), (57,540, 543), (60, 297,303), (63, 216,225), (72,135,153) , (81,108, 135) }
5=154020 (mod 3) (1) s=812%0 (mod 3) (2) s=570=0 (mod 3) (3) s=330=0 (mod 3) (6) s=252=0 (mod 3) (9) s=180=0 (mod 3) (18) s=162=0 (mod 3) (27)

Corolario 2.4. Dado reN tal que r=+1 (mod 6), para todas las ternas pitagéricas (a,b,c) e T tales que su
inradio es igual a r, se verifica que su semiperimetro s es un ndmero natural maltiplo de 6.

Demostracion:
Es consecuencia directa del primer apartado del Teorema 2.6. y del primer apartado del Teorema 2.7.
Lema2.l. SireNYy (d,a) es un par de divisores gemelos de 2r?, entonces:

med(2r+d, 2r+d, 2r +d+d) = med(r, d,d)

Demostracion:

mcd(r,d,a) |'r mcd(r,d,a) | 2r+d
® 4 med(r,d,d) |d =9 med(r,d,d)|2r+d  =mecd(r,d,d) | med(2r+d,2r+d,2r+d+d)
mcd(r,d,a) | d mcd(r,d,a) | 2r+d+d

@ Llamando | =med(2r+d,2r+d,2r+d+d), como:

I 2r+d — _
|| d=2r+d+d—(2r+3 _
:{ fd=2reded-(ared) G on g s

I |2r+d _ _
| 2r+d+d | |d=2r+d+d-(2r+d)

11
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entonces:
mcd(2r+ d,2r+d,2r+d +a) =1 | mcd(r, d,a)
Por tanto:

{ med(r,d,6) | med(2r+d,2r +3,2r +d +d) = med(2r+d,2r+d,2r+d+d) = med(r,d,d)

mcd(2r+ d,2r+d,2r+d +a) | mcd(r, d,a)
Lema2.2. SireNYy (d,a) es un par de divisores gemelos de 2r2, entonces:
med(r,d,d) = med(d, d)

Demostracion:

med(r,d,d) | d _ _
o) { ncd(r.c.3) | = med(r,d,d) | med(d,d)

® Llamando I=mcd(d,a), como:

lI|d =
{I:a =12 |d-d=2r*=> 1> | r’=1|r

entonces:
med(d,d) =1 | med(r,d,d)

Teorema 2.8. Dado re N, el nimero de ternas pitagoricas primitivas distintas (salvo el orden de los catetos)
con inradio r esigual a 2!, siendo te NU{0} el nimero de factores primos impares de r.

Demostracion:

Sea r=2%. pf1 - pf’ (Bo, 1, ..., fr e NU{0}) la descomposicion en factores primos de r. El Teorema 2.5.
nos asegura que el nimero de ternas pitagéricas distintas (salvo el orden de los catetos) con inradio r es:

() = 427

siendo estas ternas:
vde{deDiv(2r?):d< J2r} : (ag,bg,cq) = (2r+d,2r+a, 2r+d+a)
Ademas, para cada d € {d € Div(2r2) : d < V2 r}, silaterna pitagdrica (aq,bg,cq) €s primitiva, resulta que:
1=med(2r+d,2r+d,2r+d+d) = med(r.d,d) = med(d,d)

por lo que puede ocurrir que:

d=1
d=2r2

12
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0 que existan 1 = Pd,, ..., 41 = Pdy;» Qis1 = Pdpys - Gt = Pa, (L <1 <t—1) tales que:

y, por tanto, existen tantas ternas pitagéricas primitivas con inradio r como subconjuntos tiene el conjunto
{p1,...,pt}, locual significa que el nimero de ternas pitagéricas primitivas con inradio r es:
p p

nP"™%(r) = card[ o ({py, ..., p})] = (6) +(D +t(p)=2

Ejemplo 2.5. Vamos a ilustrar el Teorema 2.8. con un ejemplo. Para r=630=2-3%2.5.7, dicho teorema nos
asegura que el niumero de ternas pitagdricas primitivas con inradio igual a 630 es:

n?rimitiva5(630) _ 23 -8
estando éstas determinadas por los elementos del conjunto:

{1,34,52,72,3452,3472,5272,345272}

por lo que:
(1260 + 1, 1260 + 23345272,1260 + 1 + 23345272) (1261, 795060, 795061)
(1260 + 34,1260 + 2°5272,1260 + 3* + 235272) (1341,11060,11141)
(1260 + 52,1260 + 2°3472,1260 + 52 + 233472) (1285, 33012, 33037)
perimitivas (g 30y _ (1260 + 72,1260 + 2°3%5%,1260 + 72 +2%35%) | | (1309,17460,17509)
' | (1260 +3%5%,1260 +2%72,1260 + 352 +2372) | (3285, 1652, 3677)
(1260 +3472,1260 + 2352,1260 + 3472 + 2352) (5229, 1460,5429)
(1260 +5272,1260 + 2334,1260 + 5272 + 233%) (2485, 1908, 3133)
(1260 + 345272,1260 + 28,1260 + 345272 + 23) (100485, 1268, 100493)

Teorema 2.9. Dados reN y d e Div(2r?) tal que d< 2, laterna pitagérica ordenada:
(a4, ba,cq) = (2r+d,2r+d,2r +d +0d)
cuyos exinradios son rg., rgy Y reg, Verifica que:
Aq <lgp & d<r
ag=rpeod=r
Ag>rgpeod>r

Demostracion:

Segun el Teorema 1.4.:
—ag+0bg+Cy =
Fap = - 2 = r+d

por lo que:

— - 2 —
ad=rdb@2r+d=r+d@r=d—d=ZTr—d@derdr—ZrZ:O(ﬁ)d:r@d:Zr

13
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lo cual implica que:
(ad,bd,cd):(2r+d,2r+a,2r+d+a)=(3r,4r, 5r)
y, ademas:
© Vd<r:d>2rag=2r+d<3r<r+d=rg
® Vd>r:d<2rsag=2r+d>3r>r+d=rg

Corolario 2.5. Dado reN, el nimero de ternas pitagéricas ordenadas (a,b,c) € T con inradio r y
exinradios r,, r, y r. talesque a<r,, coincide con el nimero de divisores de 2r? menores que T.

Demostracion:

Es consecuencia directa del Teorema 2.9., ya que, segin se probd en el Teorema 2.5., todas las ternas
pitagoricas construidas a partir de los divisores de 2r2 menores que /2 r estan ordenadas.

Ejemplo 2.6. Para r=6, como 2r2=72y:

Divs(72) = {1,2,3,4}
Div(es 71(72) = {8}

entonces, existen exactamente cuatro ternas pitagoricas con inradio igual a 6 para las que a<ry, una Unica
terna pitagorica con inradio igual a 6 para la que a=r, Yy una Unica terna pitagérica con inradio igual a 6 para
la que a>ry,. De hecho:

(13,84, 85) a<ry
(14, 48,50) a<ry
(15,36,39) a<ry
(16, 30,34) a<ry
(18, 24,30) a=ry
(20,21,29) a>ry

Tr(6) =

I
0o wWwNERE

O 0O O 0 Qo Q

Teorema 2.10. Dado reN, las ternas pitagéricas ordenadas (a,b,c) e T con inradio r de menor y mayor
area son:

area maxima — (2r+1,2r+2r2,2r+1+2r?)
area minima — (2r+dm, 2r +d oo, 2r +d sery +d d(2r2))
2 2

2 2

Demostracion:

Como, segun el Teorema 2.4.:
2 — —
YVi= 1, . @ . (ai, bi,Ci) = (2r+di, 2r+di,2r+di +di)
son las Unicas ternas pitagéricas con inradio r, entonces, las areas de estas ternas vienen dadas por:

d(2r?) N @r+di)(2r+d;) B 6r2+2r(di +d;)

V |=1,--., 2 i= 2 dia;ZrZ 2

=3r2+ r(di +ai)

14
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por lo que, seglin el Lema 1.2., se verifica que:

@ El 4rea maxima se alcanza para la terna pitagérica (2r + 1, 2r +2r2, 2r + 1+ 2r2), siendo su valor:

Avisira = 3r2 +1(L+2r2) = r(r+1)(2r+1) = 6 él K2

@ El area minima se alcanza para la terna pitagérica (2r+d w2y, 20+ a2y, 2r +d a2y +d d(er)), siendo
2 2 2 2
su valor:

Aninima = 3r + r(d d(22r2) + a d(zer) )

Ejercicio 2.1. Paracada reN, se denota por y, al numero de ternas pitagoricas ordenadas con inradio r.
Probar que:

@® Si r,teN son primos entre si, entonces:
Vit =Yrit
@ VkeN:yx=k+1
® Para cualquier nimero primo impar p, se verifica que:
VkeN:yur=2k+1

@ y, =2y, ademas:

VvV ke N\{1}: wau <2k
® y3=3 Yy, ademas:

VvV ke N\{1}: wa < 3¥
® Para cualquier nimero primo p>5, se verifica que:

VkeN:yu<pk

@ Para cualquier re N, se verificaque y, <r, dandose laigualdad siy sélosi re{1,2,3,6}.

15
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Demostracion:
® Si r=2”°izln{pi”i, siendo 0y e NU{0}, 04,....,0, €N, VY tzjlzm{qjﬁj, siendo Bi,...,Am €N, con p;=q;

para cualquier (i,j) e {1,..,n}x{1,..,m}, entonces:

R n - m 26
) Dlv(ZZf’0+1 IT p” 2! QJ/JJ
l//rt - 2

2(00 +1) q 0, + 1),f{ 2p:+1)
- 2

2(00 +1) nl (20, +1) L+ D) T (21 +1)
= 2 2

. 1PV S (.| zm-ij

200+1 20, N

oz fip) {2 o
= 2 2
=YYt

@ Paracualquier ke N, se verifica que:

i 2k+1
Vo = D'V(ﬁ ) _ 2k2+2 k4l

® Para cualquier nimero primo impar p y cualquier k e N, se verifica que:

_ Div(2p*)  (1+1)(2k+1)
B 2 - 2

W pk =2k+1

@ Como, para cualquier ke N, se verifica que wo«=k+1, entonces, y,=1+1=2 y bastacon probar
que:

VXxel2,+0):f(x)=2x-x-1>0
lo cual es cierto, ya que:

© f(2)=1>0

® Como I092>%, resulta que:

Vxe[2400) 1 F(x) =2*l0g2 1> 2(3) -1=0

por lo que esta funcidn es estrictamente creciente en [2,+00) Y, por tanto:
V X e (2,+0) : f(x) >f(2) >0

® Como, para cualquier ke N, se verifica que w3 =2k+1, entonces, wz=2+1=3 Yy basta con
probar que:

VXxel2,+x0):f(x)=3*-2x=1>0

16
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lo cual es cierto, ya que:
© f(2)=4>0

@® Como 3>e, entonces, log3>1, porlo que:

2
log3

V Xe[2,+0): <2<3<3¥

siendo esta funcion estrictamente creciente en [2, +0), pues:
V x e [2,+0): f'(x) =3*log3-2>0
y, por tanto:
V x € (2,+m) : f(x) > f(2) > 0
® Como, para cualquier nimero primo impar p, se verifica que:
VkeN:yur=2k+1
basta con probar que:
Vv xell,+0):f(x)=p*-2x-1>0
lo cual es cierto, ya que:
© f(1)=p-3 >0
@ Como p>5>e, entonces, logp>1, por lo que:

vx€[1,+00):L<2<ppr

logp

siendo esta funcion estrictamente creciente en [1,+x), pues:
Vv xe[1,+0):f'(x)=p*logp—-2>0
y, por tanto:
V x € (1,+0) : f(x) > (1) >0

@ Sir =i:1ﬂ{ p/i, siendo 64, ...,0, €N, conjugando los apartados 1, 4, 5y 6, resulta que:

n n !
WrTng?i 4,%,6i1=_{pi =r

Ademas, para probar que la igualdad se da siy solosi re {1,2,3,6}, vamos a distinguir dos casos:

O Si r=p~q siendo p primotal que p>5, AeN y mcd(p,q) =1, entonces:

_ Vasd Ay
Yr=Ypq wpf<pp q=r

17
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® Si r=273% siendo 0,8 NU{0}, entonces:

v keN\{1} 1y <2
¢

l//r=l’<3l//20!ﬂ3/f=263ﬂ 9,ﬁ€{0,1}©|’6{1,2,3,6}

v keN\{1}:y 5k <3K

Ya hemos visto anteriormente que y, =2 Yy w3 =3. Ademas:

(=7 Como mcd(2,3) =1, entonces:

(//6:(//2(//3:2.3:6
Ejercicio 2.2. Dada una terna pitagérica (a,b,c), cuyo tridngulo rectangulo asociado llamaremos ABC, se
consideran los puntos D y E de tangencia entre su incirculo y los lados BC y AC, respectivamente. Probar
que las longitudes AE y BD son nimeros naturales.
Solucion:
Como:

AE=b-r
BD=a-r

entonces,las longitudes AE y BD son nimeros naturales, ya que tanto a y b como r lo son (segun el
Teorema 2.1.) y, ademas, se verificaque a>r y b>r.
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CAPITULO 3.- EXINRADIOS MENORES.

En el Corolario 1.7., se probd que, para cualquier terna pitagérica (a,b,c) e T con exinradios ra, r, Y re, Se
verifica que rc>r, Yy que r¢>ry,, por lo que llamaremos exinradios menores de la terna pitagorica
(a,b,c)eT a ra y r,. Ademas, llamaremos primer exinradio a r, y segundo exinradio a ry.

Teorema 3.1. Dada una terna pitagorica (a,b,c) e T, se verifica que sus exinradios menores r, Yy r, son
nameros naturales.

Demostracion:

Segun el Teorema 1.4.:

Irafa—TbJrceN
rbf‘“Tb*CeN

yaque a-b+c>0 Yy —-a+b+c>0 (por ladesigualdad triangular) y como (al menos) uno de los catetos es
un namero par (porque 2 no es resto cuadratico mddulo 4), entonces, el otro cateto y la hipotenusa tienen la
misma paridad.

Teorema 3.2. Para cualquier terna pitagérica (a,b,c) e T con exinradios menores r, Yy ry, Se verifica que
razl+ry.

Demostracion:

@® Si r,=1, segun el Corolario 1.4., tendriamos que:

c+a=2

c_bo1 (a‘b;;eNa imposible

(c+a)c-b)=2 = {

@ Si r,=1, segln el Corolario 1.4., tendriamos que:

c-a=1

Cibo? (@boes imposible

(c-a)lc+b)=2 LS {

(este resultado ya se probo6 en el Corolario 1.5., aunque conviene recordarlo)
Teorema 3.3. Dado ne N\{1}:
@ Existe, al menos, una terna pitagérica (a,b,c) e T tal que su primer exinradio r, esigual a n.
@ Existe, al menos, una terna pitagérica (a,b,c) e T tal que su segundo exinradio r, esigual a n.
Demostracion:

@® Dado neN\{1}, si (a,b,c)eT esunaterna pitagérica tal que c=b+1, imponiendo que r,=n,
resulta que:

a-b+c e a=2n-1

Teorema 1.4. cb=1
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por lo que, el Teorema de Pitagoras nos asegura que:
(b+1)*=c?=a’+b2=(n-1)"+b?=>b=2n2-2n = c=2n7-2n+1
y, por tanto, la terna pitagérica (2n—1,2n? —2n,2n? —2n+1) verificaque r, =n.

@ Considerando la terna pitagérica (2n2—-2n,2n-1,2n2-2n+1), el Corolario 1.1. (Teorema de
reciprocidad) nos asegura que ry =n.

Teorema 3.4. Dados r,,de NN, existe una terna pitagorica (a,b,c) e T con primer exinradio r, y tal que
c=b+d siysolosi d esundivisorde 2rZ tal que d<r,.

Demostracion:

Dados r,,deN, si (a,b,c) eT esunaterna pitagérica con primer exinradio r, y tal que c=b+d, segln el
Teorema 1.4.:

Fa= a—k23+c = aJZrd =a=2r,—d

por lo que, aplicando el Teorema de Pitagoras, resulta que:
(b+d)* =c?=a2+b?=(2r,—d)* +b? = 2bd = 4r2 — 4rd = bd = 2r2 - 2rd
lo cual implica que, para que tal terna exista, d ha de ser divisor de 2r2 vy, en tal caso, tendriamos que:

2 — -
(ag, bg, cq) = (Zra —d, 2(;"‘ —2ra, ZTrZ +d—2ra) =(2r,—d,d-2ra,d+d-2r,)

2 2
por lo que esta condicion no es suficiente, ya que no garantiza que [Zra —d, 253 —2r,, % +d —2ra) e N3,

Para ello, debe ocurrir que:

2
ra a

r
d —2ra>02ra:;OF—1>0:>d<ra

€n Cuyo caso:

© d<ra<2r,=>2r,—-d>0

2 2
® 2Tr+d—2ra > 213

&0 d _Zra > O

Podemos, pues, concluir que, dados r,,d € N, existe una terna pitagérica (a,b,c) € N® con primer exinradio
ro ytalque c=b+d siysolosi d esundivisor de 2r2 tal que d<r,.

Corolario 3.1. Dados r,,d €N, existe una terna pitagoérica (a,b,c) € T con segundo exinradio r, Y tal que
c=a+d siysolosi d esundivisorde 2r2 tal que d<ry.

Demostracion:

Este resultado es consecuencia directa del Teorema 3.4. y del Corolario 1.1. (Teorema de reciprocidad).
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Teorema 3.5. Dado r,eN':

@ EIl nimero de ternas pitagéricas (a,b,c) e T tales que su primer exinradio es igual a r, viene dado

por:
na(ra) = d<ra (ng)

siendo d.,,(2r2) el nimero de divisores de 2r2 menores que r,.

@ El nimero de ternas pitagéricas ordenadas (a,b,c) € T tales que que su primer exinradio es igual a r,

viene dado por:
ng<b<c(ra) — d<(2—ﬁ)ra(2r§) < d<ra(2r§) = na(ra)

siendo d<(2_ﬁ)ra(2r§) el nimero de divisores de 2r2 menores que (2 — 2 )r..

Demostracion:

® Llamando:

Div(2r3) = {1=dy,d;..., dgrz)-1, dar) = 2r3}

al conjunto de divisores de 2r2 (escritos en forma ordenada y creciente), segun el Teorema 3.4., las
Unicas ternas pitagoricas con exinradio ra son las de la forma:

2r2
d

vV deDiv(2r2) /d<ra: (ag,bg,cq) = [Zra —d, —2ra, 2 +d —Zra)

d

y, por tanto, el nimero de ternas pitagéricas (a,b,c) e T tales que su primer exinradio es igual a r,
viene dado por:

Na(ra) = d,(2r3)
siendo d.,,(2r2) el nimero de divisores de 2r2 menores que r,.
Ademas, no todas estas n,(r,) ternas pitagoricas son ordenadas, es decir:
VvV deDiv(2rl) /d<r,:aq <bg<cq
ya que:

2
ad<bd®2ra—d<%—2rad§ d<(@2-V2)r,

y, por tanto, el nimero de ternas pitagéricas ordenadas (a,b,c) e T tales que su primer exinradio es
igual a r, viene dado por:

ng<b<c(r-a) — d<(2—ﬁ)ra(2r§) 2_%<1 d<ra(2r§) = na(ra)

siendo d_g, 5, (2rZ) el nimero de divisores de 2rZ menores que (2 - 2 )ra.
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Corolario 3.2. Dado r, e N:

@ El nimero de ternas pitagéricas (a,b,c) e T tales que su segundo exinradio es igual a r, Vviene dado
por:

Np(rp) = d<r, (2r2)
siendo d.,(2rZ) el nimero de divisores de 2rZ menores que ry.

@ EIl nimero de ternas pitagéricas ordenadas (a,b,c) € T tales que su segundo exinradio es igual a ry,
viene dado por:

ng*<(re) =d., 7y, (2rg) <np(ry) = d<, (2rf)
siendo d>(2_ﬁ)rb(2r§) el ndmero de divisores de 2rZ mayores que (2— 2 )ry.
Demostracion:
Este resultado es consecuencia directa del Teorema 3.5. y del Corolario 1.1. (Teorema de reciprocidad).

Corolario 3.3. Dado neN\{1}, existe una terna pitagoérica (a,,bn,,c,) € T primitivay ordenada, con primer
exinradio r,, =n Y tal que:

a% = bn + Cn
Demostracion:

Como 1€ Div<ﬁn(2n2), entonces, el Teorema 3.5. nos asegura que la terna pitagorica con primer exinradio
ra’n =Nn:

(an,bn,cn)=(2n-1,2n2-2n,2n2-2n+1)

es ordenada, siendo, ademas, primitiva, ya que cualesquiera dos nUmeros naturales consecutivos son primos
entre si. Finalmente, se verifica que:

bn+Ch=2n2-2n+2n%2-2n+1=4n2-4n+1=(2n-1)*=a?
(en el Ejemplo 9.3c. se muestran los treinta y cinco primeros términos de esta sucesion)
Ejemplo 3.1. Vamos a ilustrar el Teorema 3.5. con algunos ejemplos:

® Para r,=6, como 2r2=72y:

Div(72) = {1, 2,3,4,6,8,9,12,18, 24, 36, 72}

>6 - no valen

entonces, el nimero de ternas pitagéricas (a,b,c) e T tales que su primer exinradio es r, =6 es:
na(6) =d(72) = 4

y el nimero de ternas pitagdricas ordenadas (a,b,c) € T tales que su primer exinradio es r, =6 es:
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ng<b<0(6) = d<<2,ﬁ)6(72) 3<(2—77)6<4 ’
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De hecho, el conjunto de ternas pitagéricas (a,b,c) e T tales que su primer exinradio es r, =6 es:

(12-1,72-12,72+1-12) (11,60,61)

T.(6) = (12-2,36-12,36 +2-12) _ (10, 24,26)
: (12-3,24-12,24+3-12) (9,12,15)
(12-4,18-12,18 +4-12) (8,6,10)

y, por tanto, el conjunto de ternas pitagéricas (a,b,c) e T tales que su segundo exinradio es r, =6 es:

(60,11,61)

(24,10, 26)
(12,9,15)
(6,8,10)

To(6) =

@ Para r,=9, como 2r2=162 y:

Div(162) = {1, 2,3,6,9,18,27,54,81, 162}

>9 - no valen

entonces, el nimero de ternas pitagéricas (a,b,c) e T tales que su primer exinradio es r, =9 es:
y el nimero de ternas pitagéricas ordenadas (a,b,c) € T tales que su primer exinradioes r, =9 es:

a<b<c = r
n3°e(9) =d i, 17)5(162) 3<(2-y2 )o9<6 ’

De hecho, el conjunto de ternas pitagéricas (a,b,c) e T tales que su primer exinradioes r, =9 es:

(18-1,162-18,162+1—18) (17,144, 145)
1.9) (18-2,81-18,81+2-18) | _| (16,63,65)
@ (18-3,54-18,54+3-18) (15, 36,39)
(18-6,27—-18,27+6—18) (12,9,15)

y, por tanto, el conjunto de ternas pitagéricas (a,b,c) e T tales que su segundo exinradio es r, =9 es:

(144,17, 145)
(63,16, 65)
(36, 15, 39)
(9,12, 15)

Tv(9) =

® Para roy=p con p primo impar, como 2r2=2p? y:

Div(2p?) = {1, 2,p,2p, p?, 2p2}

>p - no valen

entonces, el nimero de ternas pitagéricas (a,b,c) e T tales que su primer exinradio es r, =p es:

na(p) =d-,(2p?) =2
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y el nimero de ternas pitagéricas ordenadas (a,b,c) e T tales que su primer exinradioes r, =p es:

<he B ] 1 p=3
ng®<(p) = d<(2fﬁ)p(2p2) _{ 2 p+3

De hecho, el conjunto de ternas pitagéricas (a,b,c) € T tales que su primer exinradio es r, =p es:

T.(0) = (2p—-1,2p%?—2p,2p>-2p+1)
a\p) = (2p-2,p2—2p,p2—2p+2)

y, por tanto, el conjunto de ternas pitagoricas (a,b,c) e T tales que su segundo exinradio es r, =p es:

To(o) = (2p2-2p,2p—-1,2p>-2p+1)
PP (p2-2p,20-2,p7 - 2p+2)

Corolario 3.4. Si r,=2 e N(feN), entonces:
Na(27) = p=ng=>=(2”)
Demostracion:
® Como Div(2#)={2%:ke{0,1,..,28+1}} y 2k<2f o k<, entonces:

Div(22#) ={1,2,.., ¢} U {2*: ke {B,f+1,...28+1})

no valen

por lo que, segln el Teorema 3.5.:
Na(2/) =d(2) = p
@ Como:
1<2-2=2M<@-/2)2
entonces, segun el Teorema 3.5.:
na<b<c(25) =B

Corolario 3.5. Si r, =0/ e N (0 e N\{1}, e N), entonces:

ne(07) =
ng<b<c(0ﬁ) =0

Demostracion:
Este resultado es consecuencia directa del Corolario 3.4. y del Corolario 1.1. (Teorema de reciprocidad).

Ejemplo 3.2. Para r,=8=2%, como =3, entonces, el nimero de ternas pitagdricas (a,b,c) e T tales que
su primer exinradio es r, =8 es:

n.(8) =3
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y el nimero de ternas pitagdricas ordenadas (a,b,c) e T tales que su primer exinradio es r, =8 es:
ng<b<c(8) =3

De hecho, el conjunto de ternas pitagéricas (a,b,c) € T tales que su primer exinradio es r, =8 es:

(16-1,128-16,128 +1—16) (15,112,113)
T.(8)=< (16-2,64-16,64+2-16) ;=1 (14,48,50)
(16 —4,32-16,32+4—16) (12,16, 20)

Ademas, el nimero de ternas pitagéricas (a,b,c) e T tales que su segundo exinradio es r, =8 es:
ny(8) =3
y el nimero de ternas pitagdricas ordenadas (a,b,c) e T tales que su segundo exinradio es r, =8 es:
ng<b<c(8) =0
siendo el conjunto de ternas pitagéricas (a,b,c) e T tales que su segundo exinradio es r, =8 :

(112,15, 113)
To(8) =1 (48,14,50)
(16,12, 20)

Teorema 3.6. Sea r, e N:

@ Si r, esimpar, el nimero de ternas pitagoéricas (a,b,c) e T tales que su primer exinradio es igual a r,
y su semiperimetro s es un nimero natural impar coincide con el nimero de divisores impares de 2r2
que son menores que r,.

@ Si r, es par, el nimero de ternas pitagéricas (a,b,c) e T tales que su primer exinradio es igual a r, y
su semiperimetro s es un numero natural impar coincide con el nimero de divisores pares de 2r3 que
son menores que r, Yy cuyo divisor gemelo es impar.

Demostracion:
Como, segun el Teorema 3.4.:
v deDiv(2r2) /d<ra: (ag,ba,ca) = (2ra —d,d—2r,,d+d —2r,)
son las Unicas ternas pitagoricas con primer exinradio r,, entonces, los semiperimetros estas ternas son:
vdeDiv(2r2) /d<r,:sq=d—ra

Ademas:

® Si r, esimpar, entonces, para cada d e Div(2r2), se verificaque d y d tienen distinta paridad, por
lo que:

© Si d es par'y d es impar, entonces, el semiperimetro de la terna pitagérica
(2ra—d,d—2ra,d+d—2ra) es par.
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® Si d es impar y d es par, entonces, el semiperimetro de la terna pitagérica
(2ra—d,d-2r,,d+d—2r,) esimpar.

Por tanto, si r, es impar, el nimero de ternas pitagoricas (a,b,c) e T tales que su primer exinradio es

igual a r, Yy su semiperimetro s es un numero natural impar coincide con el nimero de divisores
impares de 2r2 que son menores que ..

@ Si r, es par, entonces, para cada d  Div(2r2), puede ocurrir que:

O Tanto d como d sean pares, en cuyo caso, el semiperimetro de la terna pitagérica
(2ra—d,d—2ra,d+d—2ra) es par.

® d y d tengan distinta paridad, en cuyo caso:

© Si d espary d es impar, entonces, el semiperimetro de la terna pitagérica
(Zra—d,d—Zra,d+d—2ra) es impar.

® Si d esimpary d es par, entonces, el semiperimetro de la terna pitagérica
(Zra—d,d—Zra,d+d—2ra) es par.

Por tanto, si r, es par, el numero de ternas pitagoricas (a,b,c) e T tales que su primer exinradio es
igual a r, y susemiperimetro s es un nimero natural impar coincide con el nimero de divisores pares

de 2r2 que son menores que r, Yy cuyo divisor gemelo es impar.

Corolario 3.6. Sea r, e N:

® Si r, esimpar, el nmero de ternas pitagéricas (a,b,c) e T tales que su segundo exinradio es igual a
r, Yy susemiperimetro s es un ndmero natural impar coincide con el nimero de divisores impares de
2rZ que son menores que ry,.

@ Si ry es par, el nimero de ternas pitagoricas (a,b,c) e T tales que su segundo exinradio es igual a ry,
y su semiperimetro s es un nimero natural impar coincide con el nimero de divisores pares de 2r?
gue son menores que ry, Yy cuyo divisor gemelo es impar.
Demostracion:
Es consecuencia directa del Teorema 3.6. y del Corolario 1.1. (Teorema de reciprocidad).
Ejemplo 3.3. Vamos a ilustrar el Teorema 3.6. con dos ejemplos:
® Si r,=15, como 2r2 =450, entonces:

Divme*(450) = {1,3,5,9}

por lo que hay exactamente cuatro ternas pitagéricas cuyo primer exinradio es igual a 15 y tales que su
semiperimetro s es un ndmero natural impar. De hecho, como:

Div.15(450) = {1,2,3,5,6,9,10}
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entonces, el Teorema 3.5. nos asegura que hay siete ternas pitagoricas cuyo primer inradio es igual a 15,

siendo:

Ta(15) ={(29, 420, 421) (28, 195 197) (27,120, 123) (25, 60, 65) (24, 45 51) (21,20, 29), (20, 15, 25)

s impar (1 s par (2 s impar (3 s impar (5) s par (6 s impar (9 s par (10)

@ Si ry=14, como 2r2 =392, entonces:
Div’i;°(392) = {2,4,8)

siendo sus divisores gemelos:
196

98
49

1ttt

oo b~ N

por lo que no hay exactamente una terna pitagoérica cuyo primer exinradio es igual a 14 y tal que su

semiperimetro s es un nimero natural impar. De hecho, como:

D|V<l4(392) = {11 21 41 7’ 8}

entonces, el Teorema 3.5. nos asegura que hay cinco ternas pitagéricas cuyo primer inradio es igual a

14, siendo:

Ta(14) = {(27 364 365) (26, 168 170) (24, 70 74) (21 28 35) (20,21, 29)}

s par (1 s par 2 s par (4 s impar (8)

Lema3.l. Sir,eNYy (d,a) es un par de divisores gemelos de 2r2, entonces:
mcd(Zra —d,d—2r,,d+d- Zra) = mcd(ra, d, a)

Demostracion:

med(ra,d,d) | ra med(r,d,d) | 2ra—
® { med(ra,d,d)|d =1 med(r,d,d) | d-2r, = med(ra,d,d) | med(2ra —d,d—2r,, d+d—2r,)
med(ra,d,d) | d med(r,d,d) | d+d—2r,

® Si llamamos I=mcd(Zra—d,a—2ra,a+d—2ra), como:

| 2r,—d - _
- l|]d=(d+d-2r,)—(d-2r, -

|| d-2r, ||a Ea 4o % 52 d)) 12| d-d=2r2=12 | r2=1]r,

| | d+d-2r, ld={d+d=2ra)+{2ra-

entonces:

med(2ra —d,d—2r,, d+d—-2r,) =1 | med(ra,d,d)

10
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Por tanto:

= mcd(Zra —d,d-2r,,d+d— 2ra) = mcd(ra, d, a)

med(ra,d,d) | med(2r, —d,d—2ra,d+d-2r,)
mcd(2ra—d,a—2ra,a+d—2ra) | mcd(ra,d,a)

Lema3.2. Sir,eNYy (d,a) es un par de divisores gemelos de 2r2, entonces:
med(ra,d,d) = med(d, d)

Demostracion:

{ med(ra, d,d) | d

med(ra,d,3) 13 med(ra, d, @) | med(d, d)

@ Si llamamos I=mcd(d,a), como:

ld -
{I:a P2 |d-d=2ri=12 | ri=1|r,

entonces:
med(d,d) =1 | med(ra,d,d)

Teorema 3.7. Dado r, e N, el nimero de ternas pitagoricas primitivas distintas (salvo el orden de los catetos)
con primer exinradio r, es menor o igual que 2!, siendo te NU{0} el nimero de factores primos impares de
ra.

Demostracion:
Sea ry=2%.pi. . .pf (Bo, 1, ... B € NU{0}) la descomposicion en factores primos de r,. El Teorema 3.5.

nos asegura que el nimero de ternas pitagoricas distintas (salvo el orden de los catetos) con primer exinradio r,
es:

Na(ra) = d-r,(2r3)
donde d.,(2r2) esel nimero de divisores de 2r2 menores que r,, Siendo estas ternas:
v d e Div(2r2) / d <ra : (a4, bg, Cq) = (Zra—d,a—Zra,a+d—2ra)
Ademas, paracada d e {d e Div(2r2) : d <r,}, silaterna pitagdrica (aq,bg,cq) €s primitiva, resulta que:

1=med(2r, —d,d—2rs, d+d-2r,) = med(re,d,d) =

ema 3.

_ med(d,d)

3.

por lo que puede ocurrir que:

d=1
d=2r2

11
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0 que existan 1 = Pd,, ..., 41 = Pdy;» Qis1 = Pdpys - Gt = Pa, (L <1 <t—1) tales que:

24 28
d=q; "1°--2--q| "
d=2%. qlfl“”l .. thﬁm

Yy, por tanto, existen, como maximo (ya que no todos los productos de potencias que se generan tiene por qué ser
menores que r,), tantas ternas pitagdricas primitivas con primer exinradio ra como subconjuntos tiene el

conjunto {py,...,p:}, lo cual significa que el nimero de ternas pitagéricas primitivas con primer exinradio ra
es:

g™ (r,) < card[ o ({p1, ..., pe )] = (6) +G) +o +(D =2

Corolario 3.7. Dado r, € N, el niamero de ternas pitagdricas primitivas distintas (salvo el orden de los catetos)
con segundo exinradio r, es menor o igual que 2!, siendo te NU{0} el nimero de factores primos impares
de lp.

Demostracion:

Es consecuencia directa del Teorema 3.7. y del Corolario 1.1. (Teorema de reciprocidad).

Ejemplo 3.4. Vamos a ilustrar el Teorema 3.7. con dos ejemplos:

® Si r,=45=32.5, entonces, el Teorema 3.7. nos asegura que el ndmero de ternas pitagéricas
primitivas cuyo primer inradio es igual 45 es menor o igual que 22 =4. De hecho:

Tgrimitiva5(45) — {(89, 319268,532961), (88, 12933?%}937), (655,272,3497)} - ngrimitiva5(45) =3« 22

@ Sir,=14=2-7, entonces, el Teorema 3.7. nos asegura que el nimero de ternas pitagdricas primitivas
cuyo primer inradio es igual 14 es menor o igual que 2! =2. De hecho:

Tgrimitiva3(14) _ ‘[(27,1362‘31,72365), (20'23217,229)} - ngrimitiva5(14) =2=21

Teorema 3.8. Dados r, e N Yy una terna pitagérica ordenada (a,b,c) € T con segundo exinradio ry, Sse
verifica que:

® a<rb<:>%<d<rb

@) a:rbodz%
2ry
® a>rbc(2—\/§)rb<d<T

Demostracion:

Segun el Teorema 3.5. y el Corolario 1.1. (Teorema de reciprocidad), todas las ternas pitagdricas ordenadas con
segundo exinradio ry, son de la forma:

(ad,bd,cd)z(a—Zrb,Zrb—d,a+d—2rb)

12
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con d e Div(2r?) tal que (2— 2 )rp <d<ry, por loque:

= = 2r
ag=rod-2r,=rp,<d=3r, < dsz
dd=2r2
lo cual implica que 3 | r,, siendo:
2r?
ad=T—2l’b=l’b _5rb
Ay catwz 0T 3
bd=2rb—d=—b Camaqtha

y, por tanto:
Elmz?eN (a4, bg, cq) = (3m, 4m, 5m)

Ademas, si d e Div(2r?) talque (2— 2 )r, <d<rp,, resulta que:

2rb 3>2 J2 2rb

<d<r
dd=2r? 3 (-2 )rb<d<rb 3 b

© a<med-2rp<rpbeod<3r, o d>552

® a>rod-2r,>rned>3r, o d<2rb 3>3:>ﬁ (Z—ﬁ)rb<d<%

dd=2rf 3 (2-J2 )rp<d<ry

Corolario 3.8. Dado r, € N, el nimero de ternas pitagdricas ordenadas (a,b,c) € T con segundo exinradio
r, que verifican la desigualdad a <r, coincide con el cardinal del conjunto:

{d € D|v(2r§) =L cd< rb}

Demostracion:
Es consecuencia directa del Teorema 3.8.

Ejemplo 3.5. Para r, =20, como 2rZ =400 vy:

Div ,,)(400) = {16}
DiV((, 7 )2,20)(400) = &

entonces, hay una terna pitagorica ordenadas con segundo exinradio igual a 20 para la que a<r, Yy no hay
ninguna terna pitagdrica ordenada con segundo exinradio inradio igual a 20 para la que a > r,. De hecho:

(760, 39,761) a>r

no ordenada

(360, 38, 362) a>ry

no ordenada

(160, 36, 164) a>r,

no ordenada

Tp(20) =4 (120,35,125)  a>ry

no ordenada

(60, 32,28) a>ry

no ordenada

(40,30,50) a>r,

no ordenada

(10,24, 26) a<ry

13
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Teorema 3.9. Dado r, e N Yy una terna pitagérica ordenada (a,b,c) € T con primer exinradio r,, si su
segundo exinradio es ry,, se verifica que:

O a<rnpel<d< %
@ a=r,ed= %
® a>rb<i>%<d<(2—\/7)ra
Demostracion:
Segun el Teorema 3.5., todas las ternas pitagéricas ordenadas con segundo exinradio r, son de la forma:
(a4, bg,cq) = (Zra —d,d—2r,,d+d —2ra)

con d e Div(2r?) tal que 1<d<(2- 2 )r,, porloque:

r

d<ra

ag=r, ©2r,—d=d+d-3ra o 2d+d=5r, < d=>
dd=2r}
lo cual implicaque 2 | r,, siendo r,=2d, por lo que:
3ra
2r2 2,:2 b2 Ca= T
bd = 4 Zra = Zra Cu=agthy

=5 -
y, por tanto:

Im= r—z‘" eN: (aqg,bg, cq) = (3m, 4m, 5m)

Ademas, si d € Div(2r2) talque 1<d<(2— 2 )r,, resultaque:

© a<rp,o2r,—d<d+d-3r, & —2d2+5rd—2r2<0@d<% T2 gl
dd=2r3 1<d<(2- /2 )ra 2
® a>rpo2ra—d>d+d-3r, & —2d2+5rd—2r2>0 L2 r—25‘<d<(2—\/§)ra

dd=2r3 1<d<(2-2 )ra

Corolario 3.9. Dado r, €N, el nimero de ternas pitagéricas ordenadas (a,b,c) € T con primer exinradio r,
y segundo exinradio r, que verifican la desigualdad a < r, coincide con el cardinal del conjunto:

{deDivierg) 11 <d <2}
Demostracion:
Es consecuencia directa del Teorema 3.9.

Ejemplo 3.6. Para r, =20, como 2r2 =400 y:

Div.10(400) = {1,2,4,5,8}
Div(lO,(Z—ﬁ)ZO) (400) =

14
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