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Cap. 10: Cuaternas pitagéricas

=med(—a+2b—d,a+2b—d,—b+d)

:mcd(—a+2b—d a+2b_d,—b+d),

2 ’ 2

y, por tanto, la terna pitagérica ordenada (%ﬂ’_d, %b_d, -b+ d) también es

primitiva.

El programa 10.7 (pag. 345), introduciendo un valor para m € N, nos muestra los
m primeros términos de la sucesion de ternas pitagéricas primitivas y ordenadas cuyo

término general es

Vn € N: (tn,vn,wn) = (2n+ 1,20 4+ 2n,2n* 4+ 2n + 1)

y de la correspondiente sucesion de cuaternas pitagéricas isésceles de segunda especie,

cuyo término general es

V1 € N: (an,bn,cn,dy) = (20 — 1,4n% + 6n + 2,4n? 4 6n 4 2,6n° + 8n + 3),

pudiéndose comprobar que, en todas ellas, su inradio es mayor que su cateto menor. [

Ejemplo 10.8. Segin el teorema 10.12; la terna pitagérica ordenada (3,4,5) se
corresponde con la cuaterna pitagérica isésceles de segunda especie (1,12,12,17), ya

que

-1 1
1
1

N = O

1
1

Teorema 10.13.

1 -2 1 -1\ /1 3
= |12 y ;01 =3l l12]=14
17 0 -1 1 17 5

1. Eziste una correspondencia biunivoca entre los conjuntos T2 y C?2T<a. Ademds,
esta correspondencia asocia ternas pitagoricas primitivas con cuaternas pitagoricas
primitivas y viceversa.

2. Existe una correspondencia biunivoca entre los conjuntos T2 <?* y Ci21“>d. Ademds,
esta correspondencia asocia ternas pitagoricas primitivas con cuaternas pitagoricas
primitivas y viceversa.

3. Eriste una correspondencia biunivoca entre los conjuntos TX<2" y Cizla<d. Ademds,
esta correspondencia asocia ternas pitagdricas primitivas con cuaternas pitagoricas
primitivas y viceversa.

4. card (Cfl‘»d) < card (Ci21“<d), pudiéndose definir entonces una aplicacion inyecti-

va U : Cfla>d — Ci21“<d verificando que, para cada (a,a,c,d) € Ci21‘1>d, el cateto

mayor de \IJ((a,a, c, d)) es iqual a c.

Demostracion.
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1. Si(a,b,b,d) es una cuaterna pitagérica isdsceles de segunda especie tal que ¢, < a,
segun el teorema 10.7, como

3 3
a<(1+§>QT:G_qT:<{)qT<QT?

entonces, el teorema 10.8 nos asegura que (a— g, ¢-,d —b) es una terna pitagorica
ordenada, por lo que, para cualquier terna pitagérica ordenada (u,v,w), la
correspondencia buscada deberia ser de la forma

a—2b+d
u=—"

2
_a+2b—d
- —

(u,v,w) = (a — g, gr,d — b) = w=—b+d,

a=u-+wv,

b=—-u+v+uw,

d=—u+v+ 2w,
siendo
a? 420> —d® = (u+v)? +2(—u+v+w)? — (—u+v+2w)? = 2u®+ v? —w?),

y, por tanto, (a,b,b,d) es una cuaterna pitagérica isésceles de segunda especie
si y sélo si (u,v,w) es una terna pitagorica ordenada. Ademds, el inradio de la
cuaterna pitagérica isosceles de segunda especie correspondiente a cualquier terna
pitagorica ordenada verifica que

a+2b—d  ut+v+2(—ut+v+w)—(~ut+v+2w)
2 B 2

qr =v<u+v=a,

A continuacién, como las aplicaciones lineales f, g : R? — R? definidas por estas
relaciones

-1 1 1 10

1 -3 y g=1]-11 1],

-1 1 -1 1 2

~
I
O NI= NI

son biyectivas (por ser inversas una de la otra, ya que f-g = 1gs) y

a2b+d>

. = —b+d—(a—2b+d)=b—a>0,

w2ub+d2(

entonces, w > 2u y, por tanto, tenemos dos correspondencias biunivocas inversas
una de la otra
w>2u 9 qr<a
7:) Cig

(u,v,w) ~ (ut+v,—ut+v+w,—u+v+w,—u+v+2w)

q@<a _f w>2u
G, — T,

_9 2% —
(@b bd) (a 2b—|—d,a—|—2b d,—b—|—d>
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Finalmente:

a) Si (u,v,w) es una terna pitagérica ordenada primitiva, como w es impar
(%), resulta que

= med(u, v, w)
= med(u + v, v, w)
= mcd( +v,2v,w)
(u
(
(u

—mcd +v,—u+v,w)
= med(u 4+ v, —u + v + w, w)

=med(u 4 v, —u+ v+ w, —u + v + 2w),

y, por tanto, la cuaterna pitagérica isésceles de segunda especie
(u+v,—u+v+w,—u+v+w,—u+ v+ 2w) también es primitiva.

b) Si(a,b,b,d) es una cuaterna pitagérica isosceles de segunda especie primitiva,
segun el teorema 10.11, b es par, por lo que, tanto a como d son impares
(x), verificindose que

= mcd(a, b, b, d)
= mcd(a, b, d)
= mcd(a, b, —b + d)
=med(a,a+2b—d,—b+d)
=mcd(a —2b+d,a+2b—d,—b+ d)

:mcd(a—2b+d a+2b_d,—b+d>,

* 2 ’ 2

y, por tanto, la terna pitagérica ordenada (%Hd, %”_d, —b+ d) también
es primitiva.

El programa 10.8 (pdg. 346), introduciendo un valor para m € N, nos muestra los
m primeros términos de la sucesién de ternas pitagéricas primitivas y ordenadas
cuyo término general es

VneN—{1}: (un, vn,wn) = (20 + 1,202 + 2n,2n% +2n + 1)

y de la correspondiente sucesién de cuaternas pitagéricas isésceles de segunda
especie, cuyo término general es

Vn € N—{1}: (an,bn,Cn,dn) = (2n* +4n+1,4n* +2n,4n* +2n,6n% +4n + 1),

pudiéndose comprobar que, en todas ellas, su inradio es menor que su cateto
menor.

. Si (a, a, ¢, d) es una cuaterna pitagdrica isésceles de primera especie tal que 2a > d,
para cada terna pitagérica ordenada (u,v,w), segin el teorema 10.8 y el lema
10.2, (¢—gr, qr,d—a) es una terna pitagérica ordenada, por lo que, para cualquier



