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Contando y calculando cuaternas pitagéricas

por

José Manuel Sanchez Munoz, Miguel Angel Pérez Garcia-Ortega
y José Miguel Blanco Casado

RESUMEN.  En este articulo vamos a realizar un acercamiento a las cuaternas
pitagdricas, un elemento (a,b,c,d) € N* tal que a? +b%+¢? = d2. De la misma
manera se formalizard toda una teoria en torno a dichos elementos, orientada
principalmente a cuantificar el nimero de éstas dada una condicién previa
mediante un valor establecido denominado inradio.

1. INTRODUCCION

Una cuaterna pitagorica es un conjunto de cuatro niimeros enteros positivos que
satisfacen la relacion matemética conocida como el teorema de Pitdgoras (generali-
zado). Los elementos de dicho conjunto representan las longitudes de las diagonales
de cara (a,b,c) y principal (d) de un ortoedro denominado también cuboide.

El estudio presente estd encaminado a calcular el nimero existente de cuaternas
pitagoricas que hay para un valor especifico denominado inradio por similitud con la
expresion algebraica del radio de la circunferencia inscrita en un tridngulo rectangulo
asociado a una terna pitagdrica.

Las obras [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9] han servido de una manera u otra como base
fundamental para desarrollar nuestras investigaciones, por ello, aunque ninguna de
ellas haya sido utilizada explicitamente en ninguno de los resultados que aqui son
presentados (a excepcién de [7]), se ha considerado oportuno que aparezcan con el
fin de ofrecer al lector la posibilidad de acceder a tematica similar a la que aqui se
maneja, ya que muchos conceptos, como por ejemplo cuaternas pitagéricas isésceles
de primera y segunda especie, ligadas o de sumas simétricas, son completamente
vanguardistas, y los autores no conocemos referencias especificas que los hayan pre-
sentado con anterioridad a la publicacién de este articulo. Con ello dotamos al lector
de herramientas de consulta alternativas que faciliten la comprension de dichos no-
vedosos conceptos. En cualquier caso, como se suele decir en el argot popular, «no
son todas las que estan, sin embargo estan todas las que son».

2. DEFINICION Y PROPIEDADES PREVIAS

DEFINICION 1. Se llama cuaterna pitagérica (véase [7, § 15.1, p. 97]) a un elemento
(a,b,c,d) € N* tal que a® +b? + ¢ = d2. En lo sucesivo (por similitud con las ternas
pitagéricas), dada una cuaterna pitagérica (a,b, ¢, d), a,by ¢ se denominarén catetos
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y d hipotenusa y, ademas, se dird que esta cuaterna pitagérica es primitiva cuando
med(a, b, ¢,d) =1y se dird que estd ordenada cuando a < b < ¢ < d.

PROPIEDADES 1. Si (a,b, ¢, d) es una cuaterna pitagérica, se verifica que:
1. Al menos dos de sus catetos son pares.
2. Para cualquier k € N, también (ka, kb, kc, kd) es una cuaterna pitagérica.

3. Para cualquier k& € N tal que k | med(a,b,c,d), también (g b %,%) es una

k) k>
cuaterna pitagorica.
DEMOSTRACION.

1. Si los tres catetos fuesen impares, entonces, 3 seria un resto cuadratico médulo 4,
lo cual no es posible. Ademas, si un cateto fuese par y los otros dos catetos fuesen
impares, entonces, 2 seria un resto cuadratico médulo 4, lo cual no es posible.

2. Para cualquier k£ € N, como
(ka)? + (kb)? + (kc)? = k*(a® + b2 + ¢2) = K2d® = (kd)?,

entonces, (ka, kb, ke, kd) también es una cuaterna pitagérica.

3. Para cualquier k € N, tal que k|mcd(a, b, ¢,d), como
(4 (L 2+<0)2_a2+b2+c2_d2_ A%
k k k) k2 k2 O\
entonces, (£, 2, £, 4) también es una cuaterna pitagdrica.
O

3. CONTABILIZANDO CUATERNAS PITAGORICAS SEGUN EL INRADIO

En este seccion se presenta un teorema orientado a contabilizar el niimero de
cuaternas pitagoricas que pueden «construirse» dado un determinado valor especifi-
co que se denomina inradio por similitud la expresién algebraica del radio de la
circunferencia inscrita en un tridangulo rectangulo asociado a una terna pitagorica.

DEFINICION 2. Dada una cuaterna pitagérica (a,b, ¢, d), se define su inradio como
a+b+c—d
=5
TEOREMA 1.

1. Para cualquier n € N, existe, al menos, una cuaterna pitagdrica con inradio igual
anmn.

2. FElinradio q, = W de cualquier cuaterna pitagdrica (a,b,c,d) es un nidmero
natural.

DEMOSTRACION.
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1. Como (1,2, 2, 3) es una cuaterna pitagérica, segin el tercer apartado de las propie-
dades 1, para cualquier n € N, también (n, 2n, 2n,3n) es una cuaterna pitagérica,

cuyo inradio es

n+2n-+2n—3n
qr = =nNn.

2

2. Comoa+b+c+d>0y

(a+b+c+d(a+btrc—d) =(a+b+c)?—d?
=a® + 0%+ +2(ab + ac + be) — d?
= 2(ab+ ac+bec) > 0,

entonces, a + b+ c—d > 0. Ademds, segin el primer apartado de las propiedades
1, al menos dos de los catetos de la cuaterna pitagérica (a, b, ¢, d) son pares, por lo
que la hipotenusa tiene la misma paridad que el otro cateto y, por tanto a+b+c—d
es un numero natural par, lo cual implica que ¢, = % eN.

O

En este punto se va a intentar parametrizar la construccién del conjunto de
cuaternas pitagéricas dados un inradio y el primer cateto, para lo cual se necesita
definir conceptos previos como el conjunto y el nimero de divisores naturales o par
de divisores gemelos. También se demostraran algunos resultados relacionados con
estos conceptos.

DEFINICION 3. Dado k € N, se denomina Div(k) al conjunto de divisores naturales de
k (escritos en forma ordenada y creciente) y se llama div(k) al ndmero de divisores de
k. Ademds, para cualquier d € Div(k), existe un tnico d € Div(k) tal que d - d = k,
y se dice que (d,d) es un par de divisores gemelos de k. Asimismo, se denomina
Div<, (k) al conjunto de divisores naturales de k que son menores o iguales que v y
Divy, . (k) al conjunto de divisores naturales de k& que son mayores o iguales que u y
menores que v, y se denomina por div<, (k) y divy,,,)(k) a sus respectivos cardinales.

TEOREMA 2 (Parametrizacién de las cuaternas pitagéricas en funcién del inradio y
del primer cateto).

1. Si(a,b,c,d) es una cuaterna pitagdrica con inradio q,., se verifica que
a7 + (¢ —a)* = (d = ¢)(d = b).
En lo sucesivo, diremos que (3,6) = (d — c,d — b) es un par de divisores gemelos
de qg + (QT - a)2'
2. Dado q, € N, cualquier cuaterna pitagdrica (a,b,c,d) con inradio q, es de la
forma 3 3
(a,b,c,d) = (a,2¢- —a+8,2¢, —a+0,2¢- —a+§+9),

siendo (8,8) un par de divisores gemelos de ¢ + (q, — a)?.

DEMOSTRACION.
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1. Utilizando la definicién, resulta que

2 2
g+ (¢ —a) = (a+b—50_d> + (aﬂﬂgc_d—a)

at+b+c—d 2 —a+b+c—d 2
=\ ) T

a? +b% + % + d? 4 2(bc — bd — cd)
2
=d*> +bc—bd—cd=(d—c)(d—Db).

2. Como, segiin el apartado anterior, (§,0) = (d — ¢,d — b) es un par de divisores
gemelos de ¢2 + (¢ —a)? y ¢, = W, entonces:

a) b=2¢. —a—c+d=2q. —a+9.
b) c=2¢,—a—b+d=2q —a+90.
¢c)d=c+6=2¢ —a+6+0.
O

TEOREMA 3. Dada una cuaterna pitagorica (a,b,c,d) con inradio q. € N y un par
de divisores gemelos (6,0) = (d — ¢,d — b), se verifica que:

1.a<b <= §>2(a—qy).
2.b<c < §<0.

DEMOSTRACION.

1. Segun el teorema 2,
a<b <<= a<2¢—a+d <= §>2(a—q).

2.b<c <= d—-b>d—c < §>§ < §<4.
O

TEOREMA 4. Dados u, k € N, el nimero ni(k,u) de cuaternas pitagdricas ordena-
das tales que su inradio es igual a k y su primer cateto es igual a u viene dado por
el cardinal del conjunto

{5€Div(k2+(k—u)2) : 2(u7k)§§§\/k2+(k7u)2}.

Ademds, para cada & perteneciente a este conjunto, la cuaterna pitagorica corres-
pondiente es

(as,bs,cs,ds) = (u,2k —u+ 6,2k —u+ 0,2k —u+ 0 +9).

DEMOSTRACION. Basta con tener en cuenta los teoremas 2 y 3. O
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COROLARIO 4.1. Dados u, k € N tales que u < k, el numero nir(k,u) de cuaternas
pitagdricas ordenadas (a,b,c,d) tales que su inradio es igual a k y su primer cateto
es igual a u viene dado por el cardinal del conjunto

{56Div(k2+(k—u)2) 11<5< \/k:2—|—(k—u)2}.

DEMOSTRACION. Basta con tener en cuenta el teorema 4, que los divisores de cual-
quier ntimero natural son mayores o iguales que 1 y que u© — k < 0 < 1. Ademas,
tomando § = 1, como ds = ¢s + 1, entonces, la cuaterna pitagérica correspondiente
es primitiva, ya que med(ag, bs, ¢5,ds) = 1, pues cualesquiera que sean dos niimeros
naturales consecutivos siempre son primos entre si. O

A continuacién presentamos un ejemplo practico en la que se muestran todos los
conceptos previamente especificados.

EJEMPLO 1.

1. Vamos a calcular todas las cuaternas pitagéricas ordenadas cuyo inradio es ¢, =
4 y cuyo primer cateto es a = 2. Como se cumple que a = 2 < 4 = ¢, y
@ + (¢ —a)? = 16 +4 = 20, el corolario 4.1 nos asegura que el nimero de ternas
pitagdricas ordenadas cuyo inradio es ¢, = 4 y cuyo primer cateto es a = 2 resulta

nr(4,2) = card ({5 € Div(20) : 16 <2V5}) = card ({1,2,4}) =3,
siendo, segin el teorema 2, estas cuaternas pitagoricas las siguientes

§=1=(2,7,26,27),
§=2=(2,8,16,18),
§=4=(2,10,11,15).

2. Vamos a calcular todas las cuaternas pitagéricas ordenadas cuyo inradio es g, =
6 y cuyo primer cateto es a = 8. Como se cumple que a = 8 > 6 = ¢, y
@ + (g —a)? = 36 + 4 = 40, el teorema 4 nos asegura que el nimero de ternas
pitagoricas ordenadas cuyo inradio es ¢, = 6 y cuyo primer cateto es a = 8 resulta

n? (6,8) = card ({5 € Div(40) : 4 <5 < 2\@}) = card ({4,5}) = 2,
siendo, segun el teorema 2, estas cuaternas pitagéricas las siguientes

§=4=(8,8,14,18),
§=5=(8,9,12,17).

El siguiente teorema resulta fundamental puesto que establece las condiciones
que deben verificar el inradio y el primer cateto de una cuaterna pitagérica, a la vez
que permitird contabilizar el niimero total de cuaternas pitagéricas ordenadas con
un determinado inradio.
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TEOREMA 5. Dados u, k € N tales que existe una cuaterna pitagorica ordenada con
inradio igual a k y primer cateto igual a u, se verifica que

u<<1+\é§>k.

Esta dltima acotacion nos va a permitir contabilizar el ndmero total de cuaternas
pitagoricas ordenadas con un determinado inradio, ya que, si k € N y, para cada

u € [1, (1 + ?)k) NN, llamamos

n? (k,u) = card ( {5 € Div(k? + (k —u)?) : 2u—k) <6 < \/m}) ,

al nimero de cuaternas pitagoricas ordenadas con inradio igual a k y primer cateto
igual a u, entonces, el niumero total de cuaternas pitagoricas ordenadas con inradio
igual a k es

=y
nqr(k) = ngr(kvu)7

u=1
donde || denota la funcion parte entera.
DEMOSTRACION. Vamos a distinguir dos casos:

1. Si u > k, como, segiin el teorema 3, cualquier divisor de k% + (k — u)? que nos
genere una cuaterna pitagérica con estas caracteristicas ha de verificar que

2u—k) <6< K2+ (k—u)2,

resulta que
4u—k)? <8 <E*+ (k—u)?,

luego
3(u—k)? <82 <k

y, si fuese u =tk (t € Q,¢ > 1), entonces,
k* > 3(u—k)* = 3k*(t — 1)?,

siendo
V3

3(t71)2§1:>\/§(t—1)§1:st§1+?,

y, por tanto, al ser u € Q y (1 + @) k ¢ Q, se verifica que

u:tk§<1+\é§>k:>u<<1+\é§>k.
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2. Si u < k, entonces,

u<k<<1+\g§>k.

O

Veamos a continuaciéon un ejemplo practico que muestra todo lo anteriormente
expuesto en el teorema 5.

EJEMPLO 2. Vamos a calcular el nimero total de cuaternas pitagéricas ordenadas
que existen con inradio ¢, = 3. Como

e o)

entonces, el primer cateto de cualquiera de estas cuaternas pitagoricas verifica que
a € {1,2,3,4}. Ademds, segin el corolario 4.1:

1. Paraa=1<3=gq,, como ¢> + (¢- — a)? =9 + 4 = 13, resulta que
n?(3,1) = card ({5 €Div(13) 1 1 <5< \/ﬁ}) = card ({1}) = 1.
2. Paraa =2 < 3 = ¢,, como ¢ + (¢, — a)*> = 9+ 1 = 10, resulta que
n?"(3,2) = card ({5 €Div(10) : 1 <5 < M}) = card ({1,2}) = 2.

3. Paraa =3 <3 =g, como ¢ + (¢, —a)> =9+ 0 =9, resulta que
ndr(3,3) = card ({0 € Div(9) : 1 <6 < 3}) =card ({1,3}) =2.
4. Para a =4 > 3 = gy, como ¢2 + (¢» —a)* =9 + 1 = 10, resulta que
nd"(3,4) = card ({5 € Div(10) : 2 <5 < \/E}) = card ({2}) =1

y, por tanto,
4

n?(3) =Y nir(3,a) =1+2+2+1=6.

a=1

4. CONTABILIZANDO DISTINTOS TIPO DE CUATERNAS PITAGORICAS
SEGUN SU INRADIO

Se va a presentar a continuacién una definiciéon de distintos tipos de cuaternas
pitagoricas, y una serie de resultados relacionados con las condiciones aritméticas
que deben cumplir los elementos de dichos conjuntos.

DEFINICION 4. Una cuaterna pitagérica ordenada (a, b, ¢, d) se dice que:
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1. Es isésceles de primera especie cuando a = b < c.
2. Es isosceles de sequnda especie cuando a < b = c.

TEOREMA 6. Para cualquier cuaterna pitagdrica ordenada (a, b, ¢, d) = (as, bs, ¢, ds)
con inradio q, (siendo § un divisor de q> + (¢ — a)?), se verifica que:

1. Sus tres catetos no pueden ser iguales.
2. FEs isdsceles de primera especie si y sélo si 6 = 2(a — qr), en cuyo caso:
a) a es par.
b) a> g
¢) (a—q)|q7
3. Si es isdsceles de primera especie, entonces, q2+(q, —c)? es un cuadrado perfecto.
4. Si es isdsceles de sequnda especie, entonces, q>+ (q. —a)? es un cuadrado perfecto
(el reciproco, en general, no es cierto).
DEMOSTRACION.
1. Si fuesen a = b = ¢, entonces,

d
3a2:d2:>\/§a=d:>\/§=ae(@,

lo cual es imposible. Por tanto, alguno de los catetos ha de ser distinto de los
otros dos.

2. La cuaterna pitagdérica (a, b, ¢, d) resulta ser isésceles de primera especie si y sélo
sia=0b=2q —a+4J, es decir, si y sélo si 06 = 2(a — ¢,), en cuyo caso:

a) 6 = 2(a—q,) es un divisor par de ¢?+(gr-—a)?, lo cual implica que ¢2+(g,—a)?
ha de ser par, es decir, ambos sumandos deben tener la misma paridad vy,
por tanto, a ha de ser par.

b) Como cualquier divisor de g2 + (g — a)? verifica que
0<1<d=2(a—gq),
entonces, a — ¢, > 0y, por tanto, a > g,.
¢) Como & = 2(a — g,) es un divisor de ¢ + (g, — a)?, entonces,
(a—a)| (@ + (g —a)?) = (a—q)|qp-

3. Sila cuaterna (a, b, ¢, d) es isGsceles de primera especie, entonces, a = b, por lo que,
razonando de forma totalmente analoga a la demostracion del primer apartado
del teorema 2,

¢+ (ar —¢)* = (d—a)(d—b) = (d - a)*.

4. Si la cuaterna (a, b, c,d) es isésceles de segunda especie, entonces, b = ¢, por lo
que, segun el primer apartado del teorema 2,

¢ + (g —a)* = (d = b)(d—c) = (d ).
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Ademds, el reciproco, en general, no es cierto, ya que, por ejemplo, la cuaterna
pitagérica (3,4, 12,13) verifica que ¢, = 3 = a, por lo que ¢ + (¢ — a)®> = 3% es
un cuadrado perfecto y, sin embargo, esta cuaterna pitagérica no es isésceles de
segunda especie.

O
TEOREMA 7. Sia es un niumero natural par y q, es un numero natural impar tales
que:
1. a>q,.
2. (a _qr)|q7%'
entonces, existe, al menos, una cuaterna pitagérica ordenada (a,b, c,d) con inradio

igual a qr que es isdsceles de primera especie.

DEMOSTRACION. Como

{(a’_%‘”qf

(a —a)|(gr — a)? = (a—a) (¢ + (¢ —a)?)

siendo a — ¢, impar y ¢ + (g — a)? par, entonces,
2(a —q)| (a7 + (¢ — a)?),

por lo que existe § € Div (qf + (qr — a)2) tal que 6 = 2(a —gq,) vy, por tanto, segin el
teorema 6, la cuaterna pitagoérica (a, b, c¢,d) = (as, bs, cs,ds) es isésceles de primera
especie. 0

Veamos a continuacion un ejemplo practico en el que aplican todos los conceptos
anteriormente expuesto en el teorema 7.

EJEMPLO 3. El teorema 7 no se verifica si g, es par. Vamos a probar esto con un
ejemplo, tomando ¢, = 10 y a = 14, que verifican las hipdtesis del teorema:
1. a=14> 10 = gq,.
2. a—q- = 4100 = ¢2.
y, sin embargo,
2(a —q,) = 84116 = ¢> + (¢, — a)?,

por lo que, si existiese alguna cuaterna pitagérica ordenada (a,b,c,d) con inradio
igual a g, segtin el teorema 6, ésta no seria isésceles de primera especie.

Se exponen a continuacién una serie de propiedades relacionadas con los distintos
tipos de cuaternas pitagoéricas especificadas en la definicién 4.
PROPIEDADES 2.

1. Para cualquier n € N, existe, al menos, una cuaterna pitagérica isdsceles de
segunda especie (a, b, ¢,d) con inradio igual a n.
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2. Para ¢, = 1 y ¢ = 2 no existe ninguna cuaterna pitagérica isésceles de primera
especie con inradio igual a g,..
3. Para cualquier ¢, € N—{1, 2}, existe, al menos, una cuaterna pitagdrica (a, b, ¢, d)
isésceles de primera especie con inradio igual a g
4. Dada una cuaterna pitagérica ordenada (a, b, ¢, d):
a) Si (a,b,c,d) es isésceles de primera especie, entonces, a es par.
b) Si(a,b,c,d) es isésceles de segunda especie y primitiva, entonces, a es impar
y no es miltiplo de 3 ni de 5.

DEMOSTRACION.

1. Como (1,2,2,3) es una cuaterna pitagérica isGsceles de segunda especie, entonces,
para cualquier n € N, (n,2n,2n.3n) también es una cuaterna pitagérica isésceles
de segunda especie, cuyo inradio es

n—+2n+42n—3n
qr = =n.

2

2. Vamos a distinguir ambos casos:
a) Para g, =1, como (1 + ?) qr = 1+§ < 2, entonces, no existe ningun valor

par de a en el intervalo (q,., (1 + @)q,) = (1, 1+ ?), por lo que, segun el
teorema 6, no existe ninguna cuaterna pitagérica isésceles de primera especie
con inradio igual a g,

b) Para g, = 2, como (1 + ?) qr =2 (1 + ?) < 4, entonces, no existe ningin

valor par de a en el intervalo (qr, (1 + ?)qr) = (2, 2(1 + ?)), por lo que,

segun el teorema 6, no existe ninguna cuaterna pitagérica isésceles de primera
especie con inradio igual a g,..

3. Vamos a distinguir dos casos:
a) Si g, es impar, tomando a = ¢, + 1, se verifica que:
1) a es par.
1) a> q.
ur) a— g, =1|q;.
por lo que el teorema 7 garantiza que existe, al menos, una cuaterna pitagorica
ordenada (a, b, ¢,d) con inradio igual a ¢, que es isésceles de primera especie.
b) Si g, es par, tomando a = ¢, + 2, se verifica que:
1) 2(a —gq,) =4.
1) ¢+ (¢ —a)® =¢*> +4=0(méd 4).
por lo que, tomando

§ =2(a—q,) =4 € Div(g +4) = Div (¢ + (¢ — a)?),

el teorema 6 garantiza que la cuaterna pitagérica ordenada (a,b,c,d) =
(as, bs, cs,ds) tiene inradio igual a g, y es isGsceles de primera especie.
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4. Vamos distinguir los dos casos:

a) Si(a,b,c,d) es isGsceles de primera especie, como a = b y ninguna cuaterna
pitagorica puede tener dos catetos impares, entonces, necesariamente ha de
ocurrir que a sea par.

b) Si (a,b, e, d) es isésceles de segunda especie y primitiva:

1) Como b = ¢ y ninguna cuaterna pitagérica puede tener dos catetos im-
pares, entonces, necesariamente ha de ocurrir que b sea par, por lo que,
si a fuese par, esta cuaterna pitagérica no seria primitiva.

11) Como b = ¢, si a fuese multiplo de 3, al ser esta cuaterna pitagérica
primitiva, 2 seria resto cuadratico médulo 3, lo cual no es posible.

1) Como b = ¢, si a fuese miltiplo de 5, al ser esta cuaterna pitagdrica
primitiva, 2 6 3 serian restos cuadraticos médulo 5, lo cual no es posible.

O

5. RELACION ENTRE TERNAS Y CUATERNAS PITAGORICAS

A continuacién se demuestran una serie de resultados que debe cumplir la hipo-
tenusa de una terna pitagérica (conjunto de tres elementos que cumplen el teorema
de Pitdgoras en en plano).

LEMA 1. Dado h € N cuya descomposicion en producto de factores primos resulta
h=pit-- -pft, siendo B1, ..., B: € N, se verifica que h es la hipotenusa de una terna

pitagdrica si y solo si existe i € {1,...,t} tal que p; = 1(mébd 4).

DEMOSTRACION. h es la hipotenusa de una terna pitagérica si y sdlo si existen

a,b € N tales que
251 28 B2 — q2 + b2

pl ... pt
lo cual es posible si ¥ sélo si alguno de los factores de h? es suma de dos cuadrados
perfectos, cosa que sucede si y sdlo si existe ¢ € {1,...,t¢} tal que p; = 1(méd 4). O

LEMA 2. Dado h € N cuya descomposicion en producto de factores primos resulta
h = 2I80 p{jl ptﬁt : qfl "'qlal7 siendo 607ﬁ13"'7ﬂt>617'“79l € NU{O} )

Vk=1,...,t: pr = 1(mé6d 4),
Vi=1,...,1:¢; =3(mbd 4),

se verifica que el nimero de ternas pitagdricas (a,b, c) cuya hipotenusa es igual a h

es
t
128k +1) -1
nc(h) _ ngfl( 5k ) )
2
DEMOSTRACION. Como h? = 2P0 op?ﬁl - opfﬁt ~q%91 e qlw’ y, segun el lema 1, para
cualquier k € {1,...,t}, existen ay, b € N tales que

Pt = (aj + 07)** = (ax + ib)*?* (ay, — ibe)*™,
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entonces, para cada k € {1,...,t}, existen 28 + 1 descomposiciones de la forma

P = ((ak +ibr) ™ (ar, — ibk)°) ((an +ibr)" (ar, — ib)*™),
P’ = ((ax + ’Lbk)QBk Hay, — ibi)") ((ak + lbk) (ak — ibg)* ),

e = ((a + ibr) ™ (ar — ibk)**) ((ar + ibg)** (ax — ib) ™),

i’ = ((an +ibg) " (ar — b)) ((a + ib) > (ax — ibr)"),
P = ((ar + ibe)*(ar — ibe)®*) ((ar, + ibi)*** (ar — iby)°),

y, por tanto, el ntimero total de descomposiciones existentes para pzﬁ L. pfﬂ ¢

igual a [[)_,(26k + 1). Ademds, para ningtin k € {1,...,t}, la descomposicién

piﬂk _ ((ak + ibk)ﬁk(ak _ ibk)ﬁk) ((ak + ibk)ﬁk(ak _ Z‘bk_)ﬁk)

genera una suma de dos cuadrados perfectos, por lo que hay que eliminar la descom-
posicién
t

P = T ((an + i)™ (ar = ibi) ™) (ax + ibe) ™ (ar, = ibe) ™),
k=1

siendo el resto de descomposiciones conjugadas dos a dos (por lo que generan la
misma suma de dos cuadrados perfectos) y, por tanto, el ndmero de ternas pitagéricas
(a,b,c) cuya hipotenusa es igual a h es

M5 1)—1

n®(h) = 3

O

TEOREMA 8. Si (u,v,w) es una terna pitagérica ordenada, entonces, para cualquier
§ € Div(w?) tal que 6 < w, se verifica que:

1. (v —u,ut+v+du+ov+ %2, u+v+4d+ “’TZ) es una cuaterna pitagorica orde-
nada con inradio igual a v.

2. (u +v,v—u+d0,v—u+ %2, v—u+d+ %2) es una cuaterna pitagorica orde-

nada con inradio igual a v si y sélo si & > 2u.

Ademds, para ambas cuaternas pitagoricas, se verifica que la diferencia entre la
hipotenusa y el cateto mayor es igual a 6.

DEMOSTRACION.
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1. Como u? + v? = w?, entonces,

2 2

(v—u)2+(u+v+6)2+(u+v+%)2— (u+v+5+%)2 =2(u?+v* —w?) =0,

por lo que

w? w?
(a,b,c,d) = (U—u,u—i—u—l—é,u—l—u—l—5,u+v—|—§+6>
es una cuaterna pitagdrica, verificando que b < ¢ < d. Adem4ds, como
b—a=u+v+6—(v—u)=40+2u >0,

entonces, esta cuaterna pitagérica es ordenada y tiene inradio

v—u+u+v+5+u+v+“’72—(u+v+6+w72)

qr: 2 =
2. Como u? + v* = w?, entonces,
2 2 w?\ 2 w?\2 2,2 2
(u+v)*+(v—u+9) +(vfu+?) —(v7u+5+7) =2(u”+v°—w*) =0,

por lo que

w? w?
(a,b,¢,d) = <u+v,v—u+5,v—u+§,v—u—|—6+5>
es una cuaterna pitagdrica, verificando que b < ¢ < d. Ademds, como
b—a=v—u+d—(u+v)=0—2u>0,

entonces, esta cuaterna pitagérica, cuyo inradio es

u+v+v7u+§+v—u+%2—(v7u+5+w72)
qr = =,

2

es ordenada si y sélo si § > 2u.

COROLARIO 8.1. Si (u,v,w) es una terna pitagdrica ordenada, se verifica que:

1. (v—u,u+v+wu+v+wu+v+2w) es una cuaterna pitagorica ordenada
isosceles de sequnda especie con inradio igual a v.

2. (u+v,v—u+wv—u+wv—u+2w) es una cuaterna pitagdrica ordenada
isosceles de seqgunda especie con inradio iqual a v si y sélo si § > 2u.

Ademds, para ambas cuaternas pitagoricas, se verifica que la diferencia entre la
hipotenusa y el cateto mayor es igual a w.
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DEMOSTRACION. En ambos casos, basta con tomar § = w y aplicar el teorema 8. [

A continuacion se expone un par de ejemplos practicos donde se pone de mani-
fiesto los resultados expuestos en el teorema 8 y el corolario 8.1.

EJEMPLO 4. Considerando la terna pitagérica (13, 84,85), como
Div<gs(85%) = {1,5,17,25,85}

y 25 < 2-13 < 85, el teorema 8 nos asegura que podemos obtener seis cuaternas
pitagéricas ordenadas con inradio ¢, = 84 a partir de ella, siendo dichas cuaternas
pitagoricas
0=1= (71,98,7322,7323),
0 =5=(71,102,1542,1547),
0 =17 = (71,114,522,539),
0 =25=(71,122,386,411),
585 {(71,182,182,267)
(97,156, 156, 241),

y pudiéndose observar que las dos correspondientes a § = 85 > 2 - 13 son isdsceles
de segunda especie, segiin nos asegura el corolario 8.1.

EJEMPLO 5. Teniendo en cuenta que las ternas pitagoéricas cuya hipotenusa es igual
a 65 son
{(16,63,65), (25,60, 65), (33,56, 65), (39,52,65)} ,

vamos a determinar todas las cuaternas pitagdricas isésceles de segunda especie que
se obtienen a partir de ellas:

1. Como 216 = 32 < 65, el corolario 8.1 nos asegura que la terna pitagdrica
(16,63, 65) nos proporciona dos cuaternas pitagdricas isésceles de segunda especie
con inradio g, = 63, siendo éstas

{ (47,144,144, 209), (79,112, 112,177) } .

2. Como 2 -25 = 50 < 65, el corolario 8.1 nos asegura que la terna pitagérica
(25,60, 65) nos proporciona dos cuaternas pitagéricas isésceles de segunda especie
con inradio ¢, = 60, siendo éstas

{(35,150, 150, 215), (85, 100, 100, 165) } .

3. Como 2 -33 = 66 > 65, el corolario 8.1 nos asegura que la terna pitagdrica
(33,56,65) nos proporciona una tnica cuaterna pitagdrica ordenada isésceles de
segunda especie con inradio g, = 56, siendo ésta

{(23,154,154,219) } .
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4. Como 2 -39 = 78 > 65, el corolario 8.1 nos asegura que la terna pitagdrica
(39,52,65) nos proporciona una dnica cuaterna pitagérica ordenada isdsceles de
segunda especie con inradio ¢, = 52, siendo ésta

{(13,156,156,221) } .

El siguiente resultado ofrece una acotacién para la cantidad de cuaternas pitagéri-
cas ordenadas isdsceles de segunda especie que existen para un valor ¢ especificado
previamente que resulta la diferencia entre la hipotenusa y los dos catetos mayores
(que son iguales).

COROLARIO 8.2. Dado § € N cuya descomposicion en producto de factores primos
resulta 6 = 250 HZ:I pf’“ Hé‘:l qfl, siendo Bo, B1,...,Bt,01,...,0, e NU{0} y

Vk=1,...,t: pr = 1(méd 4),
Vi=1,...,1:¢; =3(mbd4),

el nimero nf;c(é) de cuaternas pitagdricas ordenadas (a, b, ¢, d) isdsceles de sequnda
especie tales que d — ¢ = & verifica que

11221(25k-F1)-1
2

t
nde(s II 26 +1) — 1.

DEMOSTRACION. En el corolario 8.1, hemos demostrado que cualquier terna pi-
tagdrica ordenada (u,v,w) puede generar una o dos cuaternas pitagdricas isGsceles
de segunda especie

{(v—u,u+v+w,u+v+w,u+v+2w),
(u+v7v7u+w,vfu+w,vfu+2w)},

siendo valida la segunda de ellas si y sélo si w > 2u y, en el teorema 6, hemos
demostrado que cualquier cuaterna pitagérica ordenada (a,b,c,d) con inradio g, e
isésceles de segunda especie genera una terna pitagérica (|q. — a|, q.,d — ¢), por lo
que el nimero nd €(0) de cuaternas pitagéricas ordenadas (a,b,c,d) isdésceles de
segunda especie tales que d — ¢ = ¢ estard acotado entre el nimero n°(J) de ternas
pitagéricas con hipotenusa igual a § y su doble, siendo conocido (véase lema 2, pég.
11) que

[T (26 +1) - 1

2

nc(d) =

y, por tanto,

ITi (28 +1) -1
2

t
<ni (o) < J]@Be+1) - 1.
k=1
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El siguiente teorema nos ofrece una serie de resultados muy interesantes sobre el

ntimero de cuaternas pitagdricas isésceles.

TEOREMA 9.

1.
2.

Para cualquier cuaterna pitagorica isdsceles, el cateto repetido es par.

Para cada n € N, existen exactamente n cuaternas pitagoricas isosceles tales que
su cateto repetido es igual a 2. Ademds, todas ellas menos una son de primera
especie, siendo la otra de sequnda especie.

Sim = 2% ~p§1 -~-pf*, con 0g,01,...,0; € N, es la descomposicion en factores

. . t
primos de m € N, entonces, existen exactamente 0y ][, _,(20r + 1) cuaternas
pitagdricas isdsceles tales que su cateto repetido es igual a m. Ademds, el nimero
de cuaternas pitagoricas isosceles de sequnda especie cuyo cateto repetido es igual
am es

t
card({(jo,jl,...,jt)6{1,...,60}>< H{O,l,...,on}:
k=1

3—1 . iy . 3+1
:\/>2 <260_]op§1 ]1_..p?t gt f;_ })7

DEMOSTRACION.

1.

Segun el primer apartado de las propiedades 1, al menos dos de los catetos de
cualquier cuaterna pitagdrica son pares, por lo que, necesariamente, el cateto
repetido en cualquier cuaterna pitagorica isésceles ha de ser par.

. Dado n € N, si (2",2" ¢,d) es una cuaterna pitagdrica isésceles (no necesaria-

mente ordenada), entonces,
2 = 202" =d? = = (d—c)(d+0),

por lo que (d — ¢,d + ¢) es un par de divisores gemelos de 22"+ cuyos divisores
son
Div(2¥" 1) = {1,2,22,... 27, 27 2%t 92 g2nHlY

Ademads, como los nimeros naturales d — ¢ y d + ¢ tienen la misma paridad y
d — ¢ < d + ¢, entonces, los tnicos valores que puede tomar d — ¢ son

d—ce{2,2°,...,2"},

y, por tanto, existen exactamente n cuaternas pitagéricas isosceles tales que su
cateto repetido es igual a 2™, siendo éstas

Vke{l,...,n}: (27,2722 7k —ok=1 92n—k 4 oh=1),

Finalmente, una de estas cuaternas pitagoricas isosceles sera de segunda especie
si y sélo si
271 > 22n—k _ 2k—1

)
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es decir, si y sélo si

2(n—k+1
2n7k+1 > 22n72k+1 _ 1 — 2 ('ﬂ ) _ 1’
2
y, como la funcién cuadrética f(x) = %2 — 2 — 1 es negativa en el intervalo

(1 —V3,1+ \/g)7 al ser 2"~**1 > 0, resulta que una de estas cuaternas pitagéri-
cas isosceles serd de segunda especie si y sélo si

0<2n k<143,
lo cual s6lo es posible para k = n y, por tanto, inicamente una de estas n cuaternas
pitagoricas isosceles es de segunda especie, (2" —gn=l gn gn on o 2"‘1).

3. Sim = 2% -pfl ~-~pf‘, con #y,601,...,0; € N, es la descomposiciéon en factores
primos de m € Ny (m,m,c¢,d) es una cuaterna pitagdrica isésceles (no necesa-
riamente ordenada), entonces,

920+ 201 20 —9m? = @2 — 2 = (d — ¢)(d + ¢),

2290+1 . 260,

por lo que (d — ¢,d 4 ¢) es un par de divisores gemelos de p?el Ry
Ademsds, como los niimeros naturales d — ¢ y d + ¢ tienen la misma paridad, los
tnicos valores que pueden tomar son

(2iopi - pft, 200t mdopit I i)
(d—c,d+c)= o
(22"0“’7'02??0”'1 copp I 2ol -p{t) :
siendo jo € {1,...,00} y, paracada k € {1,...,t}, jr € {0,1,...,20x} y, por tan-

to, existen exactamente 6y szl (20i,+1) cuaternas pitagdéricas (a, b, ¢, d) isésceles
tales que su cateto repetido es igual a m, siendo éstas

a = 200]3?1 .. .p?t,
b= 200p§1 .. 'p?t;

b

— [9260—jo,,201—71 20 —j¢ jo—1, 71 it
C_‘2 B 1 P =207y

o op 20 i S )
d = 9200 jop191 ]1"'pt9t Je 4 9jo 1p311.._pgt_

Finalmente, una de estas cuaternas pitagdricas isésceles serd de segunda especie
si y sélo si

)

—jo, 201—j 20,—j o—1, i j
200t pft > |20 oIt I gl Il e

es decir, si y sélo si

0o—7j0,.01—J1 0:—3 jo—00—1,.71—61 jt—0
1>’20 jopl ...ptt t _ 9Jo—"Y ) ...ptt t

)

1
2 (200-s0p gt t)

_ 9bo—jo,,01—i1 0r—j
= 9Y0 jopl ...ptr t __
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o lo que es lo mismo, si y sélo si

1
2 (200s0p )

1< 290—jop“f1—j1 . _pft_jt _ <1,

y, cOmo

3—-1 1
V3 <x<v§+’
1 2 2

—“Il<r——<1= 0
2z

—V3-1 —V3+1
— << ——
2 2
al ser 200—Jo -p?l_jl . -pf‘ ~Jt > (), resulta que una de estas cuaternas pitagoricas
isésceles sera de segunda especie si y sélo si
~1 g . 341
fg < 2% ]Op‘il Ji .pft it < f2 ’

y, por tanto, el numero de cuaternas pitagdricas isésceles de segunda especie cuyo
cateto repetido es igual a m es

t
(nml({@mjb.”,ﬁ)e{L.uﬁk}xII{QlV.WQ@}:
k=1
. V3-1 < 2007jop(i1—jl coopliae \/§+1}>.
2

B Pt

O

A continuacién vamos a ilustrar los resultados obtenidos en el teorema 9 en un
ejemplo practico.

EJEMPLO 6.

1. Para m = 32 = 2°, segin dicho teorema, existen exactamente cinco cuaternas
pitagoricas isosceles cuyo cateto repetido es igual a 32, una de las cuales es de
segunda especie, siendo éstas

25 210 1 21—17210—1+21—1
25 2 210 2_22—1 210—2+22—1

)

(2° ) ,32,511,513),
( )
=-3= (25’ 2 ’210—3 _ 23—1, 210—3 + 23—1)
( )
( )

(32

(32,32, 254, 258),
(32,32,124,132),
(
(

25 2 21074 _ 2471’ 21074 + 2471
k=5= 210 5 2571 25 25 21075_’_2571

32,32, 56,72),
16,32, 32, 48).

2. Para m = 18 = 2 - 32, segtin dicho teorema, existen exactamente 1(2-2+ 1) =
5 cuaternas pitagoricas isosceles cuyo cateto repetido es igual a 18. Ademas,
considerando la funcién g : {1} x {0,1,2,3,4} — Q definida por

9(jo, 1) = 21790 . 32791,
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como S0 9 ¢ <\/§2_17\/§2+1>’
o) =3¢ (“11,“32“),
9(1,2)=1¢ <ﬁ2—1,\/§2+1>,
o(1.3)=1 ¢ (@‘3@*1),
o(1.4)= 1 ¢ (“il,“i“),
entonces,

I 1
card < {(jg,jl) S {1} X {0, 1,2,3,4} : \/32 < QI*JO . 32*J1 < \/5)2—’_}> = 13

y, por tanto, inicamente una de estas cinco cuaternas pitagoricas isosceles es de
segunda especie

(jo,j1) = (1,0) = (18,18,161,163),
(jo, j1) = (1,1) = (18,18,51,57),
(Jo,J1) = (1,2) = (9,18, 18,27),
(jo,j1) = (1,3) = (18,18,21,33),
(jo, j1) = (1,4) = (18, 18,79, 83).

A continuacién se exponen resultados sobre cuaternas pitgéricas denominadas
ligadas.

DEFINICION 5. Una cuaterna pitagérica (a, b, ¢,d) con a < min{b, c} se dice que es
ligada sid=a+b 6 d=a+ c. Ademass, se dice que:
1. Es ligada de primera especie cuando es ordenada y d = a + b.

2. Es ligada de segunda especie cuando es ordenada y d = a + c.

Nétese que no existe ninguna cuaterna pitagérica ordenada (a,b,c,d) tal que
d = b+ c, ya que, si asi fuese, ocurrirfa que a2 = 2bc, lo cual es imposible, pues
a? < be < 2be.

TEOREMA 10. Si (a,b,¢,d) es una cuaterna pitagdrica (no necesariamente ordena-
da) con inradio q. € N y tal que d = a + ¢, se verifica que:

1. b=2q,.

2. ac = 2q? (es decir, a y ¢ son dos divisores gemelos de 2q2 ).
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DEMOSTRACION.
1. Como d = a + ¢, resulta que
2¢-=a+b+c—d=hb.
2. Como 0 =a?+b2+c2—d®> =a*>+ b+ — (a+¢)? =b? - 2ac = b? = 2ac,
entonces, segun el apartado anterior,
62

2¢° = 5 = ac.

O

TEOREMA 11. Para cada k € N, el nimero de cuaternas pitagoricas ligadas con
inradio igual a k es

ni (k) = %%2) = card ({’y €Div(2k?) : 1<y < \/ik}) )

y, ademds, se verifica que

ng(k)::&ud({yezDh42k% :k:g’y<'¢§k})::dhqhv§m(2k%7
nir (k) = card ({y € Div(2k?) : 1 <y < k}) = diveg(2k?).

(debemos tener en cuenta que la cuaterna pitagdrica correspondiente al par de di-
visores gemelos (k,2k) es isdsceles de seqgunda especie, por lo que serd ligada de
primera especie y ligada de sequnda especie, de ahi que v = k aparezca en los dos
conjuntos).

DEMOSTRACION. El teorema 10 nos asegura que, para cada k € N, las tnicas cua-
ternas pitagoricas con inradio igual a k y tales que d = a + ¢ son

2k? 2k? _ _
(a"/ab’Y’c’Yvd’Y) = <’7a2ka 777"’_ ’Y) = (7,2]6,’7,’}’4-’7),

siendo v € Div(2k?). Adem4s, como, para cada v € Div(2k?), se verifica que

(G’Vv ZW’ Cy, d?) = (77 2k7’717 ""_7) = (C’va’Y’a”Y’d’Y)’

entonces, cada par de catetos menor y mayor se repite (salvo el orden de éstos) exac-
tamente dos veces y, por tanto, el niimero de cuaternas pitagéricas ligadas distintas
(salvo el orden de los catetos menor y mayor) tales que su inradio es igual a k viene
dado por

_div(2k?)

ar (L
ny" (k) 9

= card ({’y e Div(2k?) : 1<y < \@k}) .
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Ademds, se puede conseguir que estas cuaternas pitagoricas ligadas estén ordenadas,
ya que, para cualquier v € Div(2k?) tal que v < v/2k, se verifica que

ay=v<V2k<2k=b,

Yy que
2k2
2k=b,<cy,=— = v <Kk,

por lo que
ng(k)::cau1<{7ezDh42k% Ck<y< vik}),
njr (k) = card ({v € Div(2k?) : 1 <~ <k}).
O

El siguiente ejemplo practico pone de manifiesto los resultados obtenidos en el
teorema 11.

EJEMPLO 7. Para k =6, como 2k2=72=23.32y
Div(72) = {1,2,3,4,6,8,9,12,18, 24, 36,72},

segun el teorema 11,

_div(2) _ 3+1D)e2+1)
2 2 o

siendo
n?lr (6) = div[676\/§)(72) = card ( {6,8}) =2,
{n?; (6) = div<4(72) = card ( {1,2,3, 4,6}) =5,
y las cuaternas pitagéricas ligadas correspondientes
1,12,72,73
2,12, 36,38

( ) segunda especie,
( ) segunda especie,
(3,12,24,27) segunda especie,
(4,12,18,22) segunda especie,
(6,12,12,18)

(

8,9,12,17)  primera especie.

primera y segunda especie,

Veremos a continuacion resultados relacionados con las denominadas cuaternas
pitagdricas de sumas simétricas.

DEFINICION 6. Una cuaterna pitagérica ordenada (a, b, ¢, d) se dice que es de sumas
simétricas si a +d =b+ c.

TEOREMA 12. Si (a,b,c,d) es una cuaterna pitagorica de sumas simétricas con
inradio q,. € N, se verifica que:
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1. ¢ = a.
2. a*> = (b—a)(c—a), es decir, (b —a,c— a) es un par de divisores gemelos de a®.
DEMOSTRACION.
1 a+b+c—d 2a
L= ————— = — =a.
4 2 2

2. Teniendo en cuenta el teorema 2, que a+d = b+c y que, segin el primer apartado,
qr = a, resulta que

a* =g} + (¢ —a)* = (d—c)(d—b) = (b—a)(c—a).
O

TEOREMA 13. Para cada k € N, el nimero de cuaternas pitagoricas de sumas

stmétricas con inradio igual a k es
div(k?) +1
n?; (k) = card ({y € Div(k?®) : v < k}) = %

DEMOSTRACION. Para cada k € N, segiin el teorema 12, las tinicas cuaternas pi-
tagoricas de sumas simétricas con inradio igual a k son las de la forma

(g, bys eypdy) = (k k7, kb + 7,k + 7 +7),

siendo (7,7%) un par de divisores gemelos de k2. Ademds, como, para cada par (,%)
de divisores gemelos de k2, se verifica que

(a77 b7a Cy, d?) = (k7k+77k+77k+7+7) = (a’yac’y7b'}/ad’y)7

entonces, cada par de catetos mayores se repite (salvo el orden de éstos) exactamen-
te dos veces y, por tanto, el nimero de cuaternas pitagéricas (a,b,c,d) de sumas
simétricas distintas (salvo el orden de los catetos mayores) tales que su inradio es
igual a k viene dado por

div(k?) +1
n?; (k) = card ({y € Div(k?®) : v < k}) = %,
ya que
=k<k =b
Wy eDiv(k?) sy < k: M T FSEEY=00 0
cy=k+7<k+y+7y=d,
y

k2 k2
k+y=b,<c,=k+7=k+ — = 7< — <= 2 <k <= y<k
Y Y

O

El siguiente ejemplo préactico clarifica los resultados obtenidos anteriormente en
el teorema 13.
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EJEMPLO 8. Para k =6, como k? =36 =22-32y
Div(36) = {1,2,3,4,6,9,12,18,36},

entonces,
div(36 1 24+1)(2+1 1
n? (6) iv( 2)+ 2+ )(2+ ) + 5,

siendo
DiV§6(36) = {17 27 3, 4a 6} )

y las cuaternas pitagéricas de sumas simétricas correspondientes

(6,7,42,43),
(6,8,24,26),
(6,9,18,21),
(6,10, 15,19),
(6,12,12,18).

El siguiente teorema muestra un resultado que relaciona las cuaternas pitagoricas
ligadas y de sumas simétricas.

TEOREMA 14. Para cada n € N, se verifica que:
1. Eziste una dnica cuaterna pitagdrica (a,b,c,d) con inradio g, = n que es ligada
y de sumas simétricas.

2. Ezisten exactamente n cuaternas pitagoricas {(ai,bi,ci, d;)eC:ief{l,... ,n}}
con inradio q, = n de forma que

Vie{l,...,n}:di:ciJrl,

siendo todas ellas primitivas (ya que cualesquiera dos nimeros naturales conse-
cutivos siempre son primos entre si). Ademds:

a) Unicamente una de estas n cuaternas pitagdricas es de sumas simétricas.

b) Sin =1, la cuaterna pitagdrica correspondiente, (1,2,2,3), es ligada (tanto
de primera como de sequnda especie) y, si n > 2, entonces, ninguna de estas
n cuaternas pitagoricas es ligada de primera especie y exactamente una de
ellas es ligada de segunda especie.

DEMOSTRACION.

1. Laexistencia estd clara, ya que, para cadan € N, la cuaterna pitagérica (n, 2n, 2n, 3n)
tiene inradio ¢, = n, es ligada y de sumas simétricas. Ademds, si (a, b, ¢, d) es una
cuaterna pitagérica de sumas simétricas y ligada de primera especie (si fuese
ligada de segunda especie se razonarfa de forma totalmente andloga), entonces,

d=b+c—a
= c = 2a,
d=a+b
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por lo que, al ser a® +b? + ¢ —d?> =0y a # 0, se verifica que

0=a®+0b*+(2a)* — (a +b)* = 4a* — 2ab = 2a(2a — b) =
=b=2a=d=a+ 2a = 3a,

luego
a+ 2a+ 2a— 3a
nZQr: :(747

2

y, por tanto, (a,b,c,d) = (n,2n,2n,3n).

2. Si (a,b,c,d) es una cuaterna pitagérica con inradio ¢, = n y tal que d = ¢+ 1,
entonces,

2 b2_1
O:a2+b2+02—(c+1)2:a2+b272c—1:>c:%,

a+b+c—(c+1) a+b-1
’]’L:qr: = 5

2 2

por lo que a y b han de tener distinta paridad, es decir, existe un ntimero k impar
tal que b = a + k, y, por tanto,
_ata+k—-1 2a+k-1

= = =2(n— 1
n 5 5 =k=2(n—a)+1,

lo cual implica que a € {1,...,n}. Finalmente, para cada i € {1,...,n}, la
cuaterna pitagorica correspondiente es

24 (k)2 —1 2+ (i+k)2+1
2 ’ 2

P2+ (2n+1-19)2 -1 i2+(2n+1i)2+1>

2 ’ 2 ’

(@i, b, ciyd;) = <i,i+ ks,

<i,2n+1i,

Ademis:
a) Siuna de estas cuaternas pitagéricas es de sumas simétricas, entonces,

i2+(2n+1—i)2—1)
2

PP+ (2n+1—19)2+1

0=1
1+ 5

—(2n+1—i+
=2(i —n),

por lo que i = n y, por tanto, la inica de estas cuaternas pitagdricas que es
de sumas simétricas es

(anabnacnadn) = (n7n’ + 13”‘2 + n7n2 + n + 1)

b) Vamos a distinguir los dos casos:
1) Sin =1, entonces, i = 1, siendo k; = 2(1 — 1) + 1 = 1 y, por tanto, la
cuaterna pitagérica correspondiente es (1,2, 2, 3), que es ligada (tanto de
primera como de segunda especie).
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1) Sin > 2y una de estas cuaternas pitagéricas es ligada, puede ocurrir
que:
a’) Sea de primera especie, en cuyo caso,

P24 (i + k)% + 1
2

(ki — 1)

0= 5 ,

—(i+i+k) =4+ (k; —2)i+

por lo que

7

9 k42— k2
= 5 L eN= k=1,

y, como, segiin hemos probado anteriormente,

0 = imposible,
. 2-1+£1

n==1 o
2

1 = imposible,

entonces, ninguna de estas n cuaternas pitagoricas es ligada de pri-
mera especie.
b’) Sea de segunda especie, en cuyo caso,

0=

P2+ (i + k)2 + 1 < P24+ (i + k)2 =1
2 Ut 2

):l—i:>i:1,

por lo que
ky=2(n—-1)+1=2n-1,

y, por tanto, la tinica de estas cuaternas pitagoéricas que es ligada de
segunda especie es

(a1,b1,c1,dy) = (1,2n,2n2 202 +1).

6. CONCLUSIONES

En el presente trabajo hemos obtenido algunos resultados caracteristicos sobre
cuaternas pitagdricas (isésceles, ligadas y de sumas simétricas). Fruto de este estudio,
surgio la sucesion, cuyos primeros términos son 1,3,6,10,9,19,16,25,29,27,... e
indican el nimero de cuaternas pitagéricas existentes con inradio igual a cada uno
de los correspondientes ntimeros naturales. Esta sucesion corresponde a la sucesion
https://oeis.org/A360946 que aparece en la OEIS, introducida el dia 26 de febrero
de 2023 por los autores de este articulo.


https://oeis.org/A360946
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