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CAPITULO 10.- CUATERNAS PITAGORICAS.

Definicién 10.1. Se llama cuaterna pitagérica a un elemento (a,b,c,d) e N* tal que a?+b%+c?=d?% Enlo
sucesivo (por similitud con las ternas pitagoricas), dada una cuaterna pitagérica (a,b,c,d), a, b y c se
denominaran catetos y d hipotenusa y denotaremos por © = {(a,b,c,d) e N*:a? +b?+c?=d?} al conjunto
formado por todas las cuaternas pitagoricas.

Definicién 10.2. Dada una cuaterna pitagérica (a,b,c,d) e ©, se dice que es primitiva cuando
mcd(a, b, c,d) =1 y se dice que esta ordenada cuando a<b<c <d.

Propiedades 10.1. Si (a,b,c,d) € © es una cuaterna pitagérica, se verifica que:

® Al menos dos de sus catetos son pares.

@ d>max{a,b,c}

® Paracualquier k e N, (ka, kb, kc, kd) también es una cuaterna pitagorica.
Demostracion:

@ Esto se debe a que:

© Si los tres catetos fuesen impares, entonces, 3 seria un resto cuadratico médulo 4, lo cual no es
posible.

® Si un cateto fuese par y los otros dos catetos fuesen impares, entonces, 2 seria un resto cuadratico
mddulo 4, lo cual no es posible.

@ Si alguno de los catetos fuese mayor o igual que la hipotenusa, entonces, su cuadrado seria mayor o
igual que el cuadrado de ésta, por lo que la suma de los cuadrados de los otros dos catetos habria de ser
menor o igual que 0, lo cual no es posible.

® Paracualquier ke N, como:

(ka)? + (kb)? + (kc)® = k2(a2 + b? + ¢2) = k2d? = (kd)*

entonces, (ka, kb, kc, kd) también es una cuaterna pitagérica.

Definicién 10.3. Dada una cuaterna pitagdrica (a,b,c,d) € ©, se definen:

© Su “inradio” como:

qr = a+b§c—d
® Sus “exinradios” como:
_—a+b+c+d
(a= >
_a—-b+c+d
b = 2
_a+b-c+d
(c = 2
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© Su “semiperimetro” como:

_a+b+c+d
Qs = 2

Lema 10.1. Para cualquier cuaterna pitagorica (a,b,c,d) € ©, se verifica que:

a+b+c-d>0
a+b+d-c>0
a+c+d-b>0
b+c+d-a>0

Demostracion:

Vamos a probar Gnicamente las dos primeras desigualdades, ya que las dos Ultimas se probarian de forma
totalmente analoga a la segunda, sin mas que intercambiar los papelesde a, b y c:

® Como a+b+c+d>0y:

(a+b+c+d)@a+b+c—d)=(a+b+c)’—d?
=a?+b?+c?+2(ab+ac+bc)—d?
=2(ab+ac +bc)
>0

entonces, a+b+c—d>0.
@ Como a+b+c+d>0y:

(@+b+c+d)@+b+d-c)=(@+b+d)*—c?
=a?+b?+d?+2(ab+ad+bd) —c?
=2(a? +b?+ab+ad+bd)
>0

entonces, a+b+d-c>0.
Teorema 10.1.
® Paracualquier ne N, existe, al menos, una cuaterna pitagérica con inradio ¢, = n.

@ Elinradio qr, los exinradios qa, 0» ¥ 0c Y el semiperimetro qs de cualquier cuaterna pitagorica
(a,b,c,d) € © son nimeros naturales.

Solucién:

® Como (1,2,2,3) es una cuaterna pitagorica, entonces, para cualquier neN, (n,2n,2n,3n) también es
una cuaterna pitagorica, cuyo inradio es:

O = n+2n+22n—3n -n
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@ Como al menos dos de los catetos de la cuaterna pitagérica (a,b,c,d) son pares, entonces, la
hipotenusa tiene la misma paridad que el otro cateto, por lo que
a+b+c-d, -a+b+c+d,a-b+c+d, a+b-c+dy a+b+c+d son nimeros enteros pares y
positivos (segun nos asegura el Lema 10.1.). Por tanto:

_a+b+c-d

qr_fef\]
R i
gy = a=brcsd
qo=athocrd
0s = a+bJ2rc+d eN

Teorema 10.2. Dada una cuaterna pitagérica (a,b,c,d) € © con inradio ¢, exinradios da, O Y Qc Y
semiperimetro gs, se verifica que:

® ab+ac+bc=2q,qs

@ alp +0aGec +0p0e =3

® 2[qa(as —9r) +ab(qc —qr) +dc(da —qr)] = 9% +af + a2 +q7 = 2d°
@ ab+ac+ad+bc+bd+cd=0qrga+qrdp +grdc + dals +9adec + 9bdc

Demostracion:

® Como:
a+rb+c—d)?

207 =2( 227 E=4)
_a?+b%+c?2+d?+2(ab+ac—ad+bc—bd-cd)
- 2
_ 2d%+2(ab+ac—ad +bc—bd —cd)
N 2
=d?+ab+ac+bc-(a+b+c)d
=d?+ab+ac+bc— (29, +d)d
=ab+ac+hbc-2q,d

entonces:

ab +ac +bc =2g? +2q,d = 2q,(qr +d) = qu(w +d) = 2q(%) =20,0s
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—-a+b+c+dYa-b+c+d
Qaq*)z( 2 )( 2 )
_(c+d)’-(a-h)’
- 4
_ c?+d?+2cd—a%—b*+2ab
- 4
_ 2c®+2cd +2ab
- 4
_c?+cd+ab
- 2
2
(allc = b +b2d+ac
2
qchza +812d+bc

_c®+cd+ab , b?+bd+ac . a’?+ad+hbc

JaQb +Jalc + AbJc = 2 * 2 ’ 2
_d?+d(@+b+c)+ab+ac+hbc
= 2
_ d(a+b+c;rd)+20h% (primer apartado)
=dq3+ql’q5
:qs(d+Qr)
at+b+c—d
:qs(d-i-f)
_ g [atbtctd
—QS( 2 )

=q?

® Vamos a probar cada una de las dos igualdades por separado:

O Como:

20s=0r+0a+0Qp+0c

49% =07 + 03 + 5 +df +2(drGa +0rGp +GrGe + Galb + Galc + b0c)
492 = g7 + 03 + 9 + ¢ +2(0rda +QrQs +qrQc +q3) (segundo apartado)
202 = 07 + 03 + 05 + A2 + 2(dr0a + ArQb + Gr0c)

2(qa0b + Ga0c + qb0c) = 92 + 92 + g2 +q2 + 2(9.0a + 9:Gb + ) (segundo apartado)

entonces:

2[02(06 - 9r) + 9(Gc —ar) +9c(@a —qr)1 =92 + g2 + g2 + 2
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® Utilizando las distintas definiciones y operando, resulta que:

q?+q§+q§+q§=(a+b50_d)2+ —a+b2+c+d)2+(a—b§c+d)2+(a+b£c+d)2

_ 4(a? +b? +c?2+d?)

4
=a?+b?+c?+d?
— 242
@ Como:
a4 _(a+b+c—d)( a+b+c+d) (b+c)’- (a d)? _ —a’+b?+c¢?—d?  bc+ad
ra = 2 2 2 2
_ 2 2 a2—_b2+c2_d2
qrqb:(a+b42rc d)(a b42rc+d)_(a+c)24(b d)2 b i d +aCJ2rbd
atb+c—da+b—c+d)_(a+h)"—(c-d)° a?+b?>-c?-d?  ab+cd
qf‘%:( 2 )( 2 ) 4 4 T
q qb_(—a+b+c+d)(a b+c+d)_ (c+d)2—(a—b)2 _—a?-b?+c?+d?  cd+ab
alb = 4 4 2
0. _( a+b+c+d)(a+b c+d) (b+d)2 (@a-c)® _ —a%+b?—c?+d? , bd+ac
alc = 4 2
_(a—b+c+dya+b-c+d) (a+d)’— (b )’ _a?-bh2-c2+d?  ad+hc
qch—( 2 )( 2 )— 4 4 T
entonces:

0r0a +qr0b + 4rfc + 9alp + gadc + quqc = @b+ ac+ad + bc + bd + cd

(nétese que esta igualdad se verifica para cualquier cuaterna de numeros reales, no necesariamente
pitagérica).

Ejemplo 10.1. Vamos a ilustrar el Teorema 10.2 con un ejemplo. La cuaterna pitagorica (4,7,32,33) verifica
que:

ar=5
qa:34
qb=31
qc=6
Qs =
y, ademas:
® ab+ac+bc=4.-7+4.2+7-32=380=2-5-38=2(,Qs
@ alp +0alc +pllc =34 - 31+34 - 6+31- 6 = 1444 = 382 = q2

Q2+02+02+02=52+342+312+62=2178
® 1 2d2=2.332=2178
2[qa(gp —qr) + 9b(qc — qr) + 9c(0a — g, )] = 2[34(31 - 5) +31(6 — 5) + 6(34 - 5)] = 2178

@ ab+ac+ad+bc+bd+cd=4-7+4-32+4.33+7-32+7-33+32-33=1799
0rda+0rdb + drdc + Jalp + Jalc + Qp0c =5-34+5-31+5:6+34-31+34-6+31-6=1799
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Teorema 10.3. Para cualquier cuaterna pitagérica (a,b,c,d) € © coninradio g, € N, se verifica que:

g% +(qr—a)* = (d—c)(d-b)
® 4 g2+(g-—b)’=(d—a)(d-c)
q2+(gqr—c)*=(d—a)(d-b)
@ ¢¢+(a—a)+(@-b)*+(q,—c)* =d(d-2q,)
® [g?+(@r—a)*]la?+(a,-b)*][a?+(ar —¢)*] = (d-a)*(d-b)*(d-c)*

Demostracion:

® Vamos a probar Unicamente la primera de estas tres igualdades, ya que las otras dos se probarian de
forma totalmente andloga intercambiando los papeles de a, b y c¢. Como qrzw

2 l
entonces:
2_(a+b+c—d\? (—a+b+c-d)?
(07 -2)* = (82070 ) (2021
_a2+b2+cz+d2+2(ab+ac—ad+bc—bd—cd)+a2+b2+02+d2+2(—ab—ac+ad+bc—bd—cd)
- 4 4
a?+b2+c?+d?+2(bc—bd —cd)
- 2
=d?+bc—bd-cd
=(d-c)(d-b)

En lo sucesivo, diremos que A=d-c y A=d-b son divisores “gemelos” de q?+(qr — a)’.

@ Como:
qu(a+b;c—d)2: d2+ab+ac—azd+bc—bd—cd
(qr_a)zz(—a+b2+c—d)2: dz—ab—ac+azd+bc—bd—cd
(qr_b)zz(a—bzc—djzz d2—ab+ac—azd—bc+bd—cd
(qr_c)zz(a+b£c—d)2= d2+ab—ac—a2d—bc—bd+cd

sumando término a término estas cuatro igualdades, resulta que:

4d? — 2ad — 2bd — 2cd
2

=d(2d—a-b-c¢)
:d(d_zqr)

92 +(q,—a)>+(q,—b)>+ (g, —c)’ =

® Basta con multiplicar, término a término, las tres igualdades probadas en el primer apartado.

Corolario 10.1. Dados q,,A €N, existe una cuaterna pitagérica (a,b,c,d) € © con inradio g, y tal que
A=d—-c siysolosi A esundivisorde q2+(q,—a)’.

191



TERNAS PITAGORICAS
CUATERNAS PITAGORICAS
José-Miguel Blanco Casado Miguel-Angel Pérez Garcia-Ortega

Demostracion:
Es consecuencia directa del Teorema 10.3.

Teorema 10.4. Dada una cuaterna pitagérica (a,b,c,d) e © con inradio g, €N, existe un par de divisores
gemelos (A,A) de q2+(q,—a)° tal que:

® b=2gr—-a+A

@ c=29,-a+A

® d=2¢,—a+A+A
Demostracion:

Como, segun el Teorema 10.3., (A, Z) =(d-c,d—b) esun par de divisores gemelos de g2 +(qr — a)? y:

O = a+b§c—d

resulta que:
® b=2gr—-a-c+d=29,—a+A
@ c=2¢,-a-b+d=2g,-a+A
® d=Cc+A=2q,—a+A+A

Teorema 10.5. Dada una cuaterna pitagérica (a,b,c,d) € © coninradio g, eN y (A,Z) =(d-c,d-b), se
verifica que:

® a<bhbeA=2a-q)
@ b<coA<A
Demostracion:
® Segun el Teorema 10.4.:
a<bea<2qg,-a+AeA>2@-q)
@ b<cod-b>d-coA>AsA<A

Teorema 10.6. Dados q,,ueN, el nimero de cuaternas pitagdricas ordenadas (a,b,c,d) € © tales que su
inradio es igual a g, y su cateto menor a=u viene dado por el cardinal del conjunto:

{Ae Div[g? +(q, —u)*] : 2(u—q,) <A< Jg? +(q, —u)? }

Ademas, para cada A perteneciente a este conjunto, la cuaterna pitagorica correspondiente es:

(@n,ba,Ca,da) = (U, 20, —U+A, 20, —U+A, 20, —U+A+A)
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Demostracion:
Basta con tener en cuenta el Corolario 10.1., el Teorema 10.5. y el Teorema 10.4.
Corolario 10.2. Dados ¢rueN tales que u<gqr, el nimero de cuaternas pitagoricas ordenadas

(a,b,c,d) € © tales que su inradio es igual a q, Yy su cateto menor es a=u viene dado por el cardinal del
conjunto:

{Ae Div[q2+ (g, —u)?]:1<A< Jq2+ (g, —u)? }

lo cual nos garantiza que, en este caso, existe, al menos, una terna pitagorica primitiva con estas caracteristicas.
Demostracion:

Basta con tener en cuenta el Teorema 10.6., que los divisores de cualquier nimero natural son mayores o iguales
que 1y que u-qgr<0<1. Ademés, tomando A=1, como d=c+1, entonces, la cuaterna pitagorica

correspondiente es primitiva, ya que mcd(a,b,c,d) =1, pues cualesquiera que sean dos nimeros consecutivos
siempre son primos entre si.

Ejemplo 10.2.

© Vamos a calcular todas las cuaternas pitagéricas ordenadas cuyo inradio es g, =4 y cuyo cateto menor
es a=2. Como a=2<4=q; V:

92+ (gr—a)’=16+4=20

el Corolario 10.2. nos asegura que el nimero de ternas pitagoricas ordenadas cuyo inradioes g, =4 y
cuyo cateto menores a=2 es:

N4(2) = Card{A e Div[20] : 1 <A< 2/5 } =Card{1,2,4} =3
siendo, segln el Teorema 10.4., estas cuaternas pitagoricas las siguientes:

A=1 - (2,7,26,27)
A=2 - (2,8,16,18)
A=4 - (2,10,11,15)

® Vamos a calcular todas las cuaternas pitagoricas ordenadas cuyo inradio es ¢, =6 Yy cuyo cateto menor
es a=8 Como a=8>6=q; V:

92+(qr—a)’=36+4=40

el Teorema 10.6. nos asegura que el nimero de ternas pitagoricas ordenadas cuyo inradioes g, =6 y
cuyo cateto menores a=28 es:

N(8) =Card{A € Div[40] : 4 <A< 2/10 } =Card{4,5} =2

siendo, estas cuaternas pitagoricas las siguientes:

A=4 - (8,8,14,18)
A=5 - (8,9,12,17)
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Teorema 10.7. Dados q,u e N tales que u> g, Yy que existe una cuaterna pitagérica ordenada (a,b,c,d) € ©
con inradio igual a q, Yy cateto menor a=u, se verifica que:

u<1+£ r
)

Esta acotacion nos va a permitir contar el nimero total de cuaternas pitagoricas ordenadas con un determinado

inradio, ya que, si qr N y, paracada ue|l, (1 + %]qu NN, llamamos:

N (u) = Card{A eDiv[g2+(q,—u)’]: 2(u—q,) <A< Jg2+ (g, —u)® }

al nimero de cuaternas pitagoricas ordenadas con inradio igual a ¢, Yy cateto menor igual a a, entonces, el
numero total de cuaternas pitagoricas ordenadas con inradio igual a q, es:

(o

qu: 2 qu(u)

Demostracion:

, . - . 2 . ;.
Segun el Teorema 10.6., cualquier divisor de g+ (u—q,)° que nos genere una cuaterna pitagérica con estas
caracteristicas ha de verificar que:

2u-gr) <A< /¢ +(u—-qn)?

Mu-q,)° <A?<g2+Uu-q,)°
3u-qr)? <A?<?

por lo que, si fuese u=kq, (ke Q, k>1), entonces:

3u-q,)° <q?
392(k-1)* < g2

3k-1)*<1
J3k-1)<1
ksl+§

y, por tanto:

us[l+gjqr[ ES] U<[1+§JQr

1+T qr€|]

Ejemplo 10.3. Vamos a calcular el nimero total de cuaternas pitagoricas ordenadas que existen con inradio
gr=3. Como:

(l+§}qr]=[3+ J3]=4
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entonces, el cateto de menor de cualquiera de estas ternas verificaque a e {1,2,3,4}. Ademas:
©® Para a=1<3=q,, como q2+(q,— a)’=9+4=13, el Corolario 10.2. nos asegura gue:
N3(1) = Card{A e Div[13] : 1<A< /13 } = Card{1} = 1
® Para a=2<3=q,, como qZ+(qr— a)’=9+1=10, el Corolario 10.2. nos asegura que:
N3(2) = Card{A e Div[10] : 1 <A< /10 } =Card{1,2} =2
©® Para a=3<3=q,, como q2+(q,—a)°=9+0=9, el Corolario 10.2. nos asegura que:
N3(3) =Card{A e Div[9] : 1 <A <3} =Card{1,3} =2
® Para a=4>3=q,, como g2+ (q,—a)’=9+1=10, el Teorema 10.6. nos asegura que:
N3(4) = Card{A e Div[10] : 2< A < /10 } =Card{2} =1
y, por tanto:
Ns =§21 Ns;(@)=1+2+2+1=6

Definicién 10.4. Una cuaterna pitagorica ordenada (a,b,c,d) € © se dice que:

@ Es isosceles de “primera especie” cuando a=b < c.
@ Es isbsceles de “segunda especie” cuando a<b=c.

Teorema 10.8. Para cualquier cuaterna pitagérica ordenada (a,b,c,d) € © con inradio ¢, €N, se verifica
que:

@ Sus tres catetos no pueden ser iguales.
@ Es isosceles de primera especie si y sélosi A=2(a—q,), en cuyo caso:
© a espar.
® a>q
® (a-q.) | q?
® Si es isosceles de primera especie, entonces, %+ (qr — c)? es un cuadrado perfecto.

. - 4 . 2 .
@ Si es isosceles de segunda especie, entonces, qZ+(qr—a)° es un cuadrado perfecto (el reciproco, en
general, no es cierto).

Demostracion:

® Sifuesen a=b=c, entonces:

3a2=d2:\/§a=d:\/_=%eQ
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lo cual es imposible. Por tanto, alguno de los catetos ha de ser distinto de los otros dos.
@ Es isosceles de primera especie si y sélo si:
a=b=2q,+A-aeA=2(@-q,)
en cuyo caso:

© A=2(a-q,) esun divisor par de g%+ (qr—a)’, locual implicaque g2+ (g, —a)® ha de ser par,
es decir, ambos sumandos deben tener la misma paridad y, por tanto, a ha de ser par.

® Como cualquier divisor de g2+ (q, —a)’ verifica que:
0<l<A=2(-q)
entonces, a—q, >0 vy, por tanto, a> qy.
® Como A=2(a—q,) esundivisorde q2+(q,—a)°, entonces:
(@a-q,) | [a?+(@-a)] = (a—q/) | o?
® Si es isdsceles de primera especie, entonces, a="hb, por lo que, segin el Teorema 10.3.:
q?+(ar-c)*=(d-a)d-b)=(d-a)
@ Si es isbsceles de segunda especie, entonces, b =c, por lo que, segln el Teorema 10.3.:
q?+(qr—a)®=(d-c)d-b)=(d—c)’
Ademas, el reciproco, en general, no es cierto, ya que, por ejemplo, la cuaterna pitagérica (3,4,12,13)
verifica que g,=3=a, por lo que q2+(qr ~a)* =32 es un cuadrado perfecto y, sin embargo, esta
cuaterna pitagdrica no es isosceles de segunda especie.
Teorema 10.9. Si aeN y gr€2N-1 son tales que:
© a espar.
® a>q,
® (a-qr) | g}

entonces, existe, al menos, una cuaterna pitagorica ordenada (a,b,c,d) € © con inradio g, que es isosceles de
primera especie.

Demostracion:

Como:

(a-ar) | g?
{ (a-q:) | (qr—a)’ :%l

q%+(qr—a)zl = 2(a-q.) | [q2+(r—a)°]

par
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entonces, existe A € Div[q2 + (g, —a)®] tal que A=2(a—q,) v, por tanto:

a=20r+A-a=b

Ejemplo 10.4. El Teorema 10.9. no se verificasi g, € 2N. Vamos a verlo con un ejemplo, tomando q,=10 y
a=14, que verifican las tres hipétesis del teoremay, sin embargo:

2(a—q,;)=8 f 116 =2+ (g, —a)*

por lo que, si existiese alguna cuaterna pitagérica ordenada (a,b,c,d) € © con inradio igual a q,, segun el
Teorema 10.8., ésta no seria isésceles de primera especie.

Propiedades 10.2.

@

Para cualquier neN, existe, al menos, una cuaterna pitagorica isosceles de segunda especie
(a,b,c,d) € © coninradio ¢, =n.

Para gr=1 y Qr=2 no existe ninguna cuaterna pitagorica isésceles de primera especie con inradio
igual a qp.

Para cualquier ¢, e N\{1,2}, existe, al menos, una cuaterna pitagérica (a,b,c,d) e © isosceles de
primera especie con inradio igual a q;.

Dada una cuaterna pitagérica ordenada (a,b,c,d) € ©:
O Si (a,b,c,d) esisosceles de primera especie, entonces, a es par.

® Si (a,b,c,d) esisosceles de segunda especie y primitiva, entonces, a es impar y no es multiplo

de 3 ni de 5.

Demostracion:

® Como (1,2,2,3) es una cuaterna pitagérica isdsceles de segunda especie, entonces, para cualquier

neN, (n,2n,2n,3n) también es una cuaterna pitagorica isésceles de segunda especie, cuyo inradio es:

O = n+2n+22n—3n -n

@ Vamos a distinguir ambos casos:

O Para g, =1, como (1+§qu=1+

<2, entonces, no existe ningn valor par de a en el

3
3

intervalo [qr,[l+gjqu=(l,1+§], por lo que, segin el Teorema 10.8., no existe

ninguna cuaterna pitagorica isésceles de primera especie con inradio igual a q.

3

Para gr=2, como [1 +3 gr=21+ g} <4, entonces, no existe ningdn valor par de a

en el intervalo [qr,[l+ngrJ=(2,2(l+§B, por lo que, segun el Teorema 10.8., no

existe ninguna cuaterna pitagorica isosceles de primera especie con inradio igual a q;.
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® Vamos a distinguir dos casos:
© Si g, esimpar, tomando a=q,+1, se verifica que:
© a espar.
© a>qr
® a-g/=1]07

por lo que el Teorema 10.9. nos asegura que existe, al menos, una cuaterna pitagérica ordenada
(a,b,c,d) € © coninradio g, que es isésceles de primera especie.

® Si g, espar,tomando a=q+2, se verificaque:
© 2(@-q,)=4
® g2+(gr—a)’=0g2+4=0(mod 4)
por lo que, tomando A =2(a—q,) =4 < Div(q? +4) = Div[q? + (g, —a)?], el Teorema 10.8. Nos
asegura que la cuaterna pitagérica ordenada (a,b,c,d) € © tiene inradio igual a q, Yy es isésceles
de primera especie.

@ Vamos distinguir los dos casos:

O Si(a,b,c,d) es isosceles de primera especie, como a=b y ninguna cuaterna pitagorica puede
tener dos catetos impares, entonces, necesariamente ha de ocurrir que a sea par.

® Si(a,b,c,d) esisdsceles de segunda especie y primitiva:
© Como b=c y ninguna cuaterna pitagorica puede tener dos catetos impares, entonces,
necesariamente ha de ocurrir que b sea par, por lo que, si a fuese par, esta cuaterna

pitagoérica no seria primitiva.

© Como b=c, si a fuese multiplo de 3, al ser esta cuaterna pitagérica primitiva, 2 seria
resto cuadratico mddulo 3, lo cual no es posible.

® Como b=c, si a fuese multiplo de 5, al ser esta cuaterna pitagorica primitiva, 2 6 3
serian restos cuadraticos mddulo 5, lo cual no es posible.

Teorema 10.10. Si (u,v,w) € T es una terna pitagérica ordenada, entonces, para cualquier A € Div(w?) tal
que A<w, se verifica que:

2 2
@ (v— UUu+V+AU+V+ WT U+v+A+ WT) es una cuaterna pitagérica ordenada con inradio g, =Vv.
w2 w2 L, . . .
@ (u +V,V=—U+AV-U+ A VU A+ T) es una cuaterna pitagdrica ordenada con inradio g, =V Si

ysolosi A>2u.

Ademas, para ambas cuaternas pitagéricas, se verifica que la diferencia entre la hipotenusa y el cateto mayor es
igual a A.
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Demostracion:

® Tomando gr=v y a=v-u Y sustituyendo en la expresion que aparece en el Teorema 10.4.,
obtenemos la cuaterna pitagérica:

(a,b,c,d) =(v—u,u+v+A,u+v+WT2,u+v+A+WT2)
verificando que b <c<d. Ademas, como:
b-a=u+v+A-(v—-u)=A+2u>0
entonces, esta cuaterna pitagorica es ordenada y tiene inradio ¢, =v.

@ Tomando gr=v Yy a=u+Vv Y sustituyendo en la expresion que aparece en el Teorema 10.4.,
obtenemos la cuaterna pitagorica:

(a,b,c,d) =(u+v,v—u+A,v—u+WT2,v—u+A+WT2)
verificando que b <c<d. Ademés, como:
b-a=v-u+A-(u+v)=A-2u
entonces, esta cuaterna pitagérica, cuyo inradio es ¢, =V, es ordenada siy solosi A > 2u.

Corolario 10.3. Si (u,v,w) € T es una terna pitagdrica ordenada, se verifica que:

@ (V—u,u+Vv+Ww,u+V+Ww,u+Vv+2w) esuna cuaterna pitagorica ordenada isdsceles de segunda especie
con inradio g, =Vv.

@ (U+V,~U+V+W,-U+V+W,—-U+V+2wW) es una cuaterna pitagorica ordenada isosceles de segunda
especie con inradio qr =V siy sélosi w> 2u.

Ademas, para ambas cuaternas pitagdricas, se verifica que la diferencia entre la hipotenusa y el cateto mayor es
igual a w.

Demostracion:
En ambos casos, basta con tomar A =w Yy aplicar el Teorema 10.10.
Ejemplo 10.5. Considerando la terna pitagorica (13,84,85), como:

{A e Div(85%) : A<85} =1{1,5,17,25,85}

y 25<2-13<85, el Teorema 10.10. nos asegura que podemos obtener seis cuaternas pitagdricas ordenadas
con inradio g, =84 a partir de ella, siendo estas cuaternas las siguientes:

A=1 - (71,98,7232,7233)
A=5 - (71,102,1542,1547)
A=17 - (71,114,522,539)
A=25 > (71,122,386,411)
g5 { (71,182,182, 267)
(97,156, 156, 241)
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y pudiéndose observar que las dos correspondientes a A =85> 2-13 son isésceles de segunda especie, segun
nos asegura el Corolario 10.3.

Ejemplo 10.6. En el Ejemplo 6.3., se determinaron todas las ternas pitagoricas con hipotenusa w = 65, siendo
éstas:

{(16,63,65), (25,60, 65), (33,56, 65), (39,52,65) }

Vamos a determinar todas las cuaternas pitagoricas isésceles de segunda especie que se obtienen a partir de
ellas:

©® Como 2-16=32<65, el Corolario 10.3. nos asegura que la terna pitagorica (16,63,65) nos
proporciona dos cuaternas pitagoricas isésceles de segunda especie con inradio ¢, =63, siendo éstas:

{(47,144,144,209), (79,112,112,177) }

® Como 2-25=50<65, el Corolario 10.3. nos asegura que la terna pitagorica (25,60,65) nos
proporciona dos cuaternas pitagoricas isosceles de segunda especie con inradio ¢, =60, siendo éstas:

{(35,150, 150, 215), (85, 100, 100, 165) }

©® Como 2-33=66>65 el Corolario 10.3. nos asegura que la terna pitagorica (33,56,65) nos
proporciona una Unica cuaterna pitagorica ordenada isosceles de segunda especie con inradio ¢, = 56,
siendo ésta:

{(23,154,154,219) }

® Como 2-39=78>65, el Corolario 10.3. nos asegura que la terna pitagdrica (39,52,65) nos
proporciona una Unica cuaterna pitagorica ordenada isosceles de segunda especie con inradio g, =52,
siendo ésta:

{(13,156,156,221) }

Corolario 10.4. Dado A eN cuya descomposicion en factores primos es A =2/ -p/f1 S pf‘ g -qlt,

siendo P, B1, ..., Bt, 01, ..., 0 e NU{0} y:

Vk=1,.,t:px=1(mod 4)
Viji=1,.,1:9;=3(mod 4)

el nimero N sequndaespecie(A)  de cuaternas pitagoricas ordenadas (a,b,c,d) € © isdsceles de segunda especie
tales A=d-c verifica que:

t
klzll(ZﬁkJrl)—l

s <NaA) [T (2f+1) -1

Demostracion:

En el Corolario 10.3., hemos demostrado que cualquier terna pitagérica ordenada (u,v,w) e T puede generar
una o dos cuaternas pitagéricas isosceles de segunda especie:

{v=u,u+v+wW,u+Vv+w,u+v+2w),(U+V,—-U+V+W,—U+V+W,—U+V+2W)}
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siendo valida la segunda de ellas si y s6lo si w>2u vy, en el Teorema 10.8., hemos demostrado que cualquier
cuaterna pitagorica ordenada (a,b,c,d) € © con inradio ¢, eN e isosceles de segunda especie genera una
terna pitagorica (Iqr —al,qr,d—c), por lo que el nimero N seaundaespecie(A) de cuaternas pitagoricas ordenadas
(a,b,c,d) € © isosceles de segunda especie tales que A =d—c estara acotado entre el nimero n°(A) de ternas
pitagdricas con hipotenusa igual a A y su doble. Ademas, en el Teorema 6.5., se prob6 que el nimero de ternas
pitagdricas con hipotenusa igual a A es:

11 (2 +1)-1
nc(A)zkf

y, por tanto:

IT (2 +1) -1

t

Teorema 10.11.

@ Para cualquier cuaterna pitagdrica isosceles, el cateto repetido es par.

@ Paracada nelN, existen exactamente n cuaternas pitagoricas isosceles tales que su cateto repetido es
igual a 2". Ademas, todas ellas menos una son de primera especie, siendo la otra de segunda especie.

® Si m=2%.pf.. . .p (00,01,...,6tte N) es la descomposicion en factores primos de meN,
entonces, existen exactamente eokljl(219k+1) cuaternas pitagoricas isosceles tales que su cateto

repetido es igual a m. Ademas, el nimero de cuaternas pitagoricas isosceles de segunda especie cuyo
cateto repetido es igual a m es:

. . t 3 -1 . | S 3+1
Card{(jo,jl, ---,Jt) S {1, ey 90} Xkl;ll {0, 1, ,ng} : \/_2 < 2000 . p(:fl .. p?‘ < J_T}

Solucion:

® Segun las Propiedades 10.1., al menos dos catetos son pares, por lo que, necesariamente, el cateto
repetido en cualquier cuaterna pitagérica isosceles ha de ser par.

@ Dado neN, si (2",2"c,d)e© es una cuaterna pitagorica isosceles (no necesariamente ordenada),
entonces:

221 = 2(2M)? =d? —¢2 = (d—c)(d +c)
por lo que (d—c,d+c) esun par de divisores gemelos de 22", cuyos divisores son:
Div(22n+l) — {1, 2, 22, . 2n, 2n+1, - 22n—1, 22n, 22n+1}

Ademaés, como los nimeros naturales d—c y d+c tienen la misma paridady d—c<d+c, entonces,
los Unicos valores que puede tomar d—c son:

d-ce{2,22,..,2"}
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y, por tanto, existen exactamente n cuaternas pitagoricas isésceles tales que su cateto repetido es igual
a 2", siendo éstas:

Ek) —on_ 9okl

Vke{l,..,n}: (2,20, 220K -2k 220k L DKL) o 0 o oank
Qs =2"-2

Finalmente, una de estas cuaternas pitagoricas isésceles sera de segunda especie si y sélo si:
on s 22n—k _ 2k—1

es decir, si y sélo si:

2n—k+1 > 22n—2k+1 —1= w -1

- 7 7" 2 - -
y, como la funcion cuadréatica y = X7 —x—1 es negativa en el intervalo (1-.3,1+./3), al ser
2" >0, resulta que una de estas cuaternas pitagoricas isosceles sera de segunda especie si y solo si:

0<2"m*l <14 /3

lo cual s6lo es posible para k=n 'y, por tanto, Gnicamente una de estas n cuaternas pitagéricas
isosceles es de segunda especie, (2"—2m1 2", 2" 21 4+201),

® Si m=2%.p". ..p (0o, 01,..,00N) es la descomposicién en factores primos de meN vy
(m,m,c,d) € © es una cuaterna pitagdrica isosceles (no necesariamente ordenada), entonces:

22001 . p20h . L p¥ =2m2=d?2-c2=(d—c)(d+c)

por lo que (d—c,d+c) es un par de divisores gemelos de 22%*1.pi% .  .p#"  Ademas, como los

nameros naturales d—c y d-+c tienen la misma paridad, los Gnicos valores que pueden tomar son:

j J1 it 9200+1-j 201-j1 20+t j J1 jt 200+1-j 201-j1 20—j¢
(2]°-p1-...-pt,2 0 J°-p1 st Pt ) 210-p1-...-pt<2 0 Jo-pl s Pt

—i 201 20—j i j j i j j i 201-j 20—

(226‘0+1 jo . p3 1=, o P t Jl’2JQ . plll e thl> 2o . p111 - pltt > 2200+1 jo . pi 1 o PP =t

(d—c,d+c):{

sientdo joed{l,..,00} vy, paracada ke {1,..,t}, jke10,1,...,20¢} Y, por tanto, existen exactamente
0o I(1;[1 (20« +1) cuaternas pitagdricas isdsceles tales que su cateto repetido es igual a m:

200—i 201-j1 201 jo—1 i i
,2 OJO.pl '---'ptl + 2Jo 'pl'---'pt‘

200 201-j1 20+ jo-1 . it Jt
20 do . py e epr =20 epT - Py

(2% pft-.pl 20 pt- - pl
Finalmente, una de estas cuaternas pitagoéricas isdsceles serd de segunda especie si y sélo si:
200 pft. .. pf > |22 . pif . L pff 2ot ph . p|

es decir, si y sélo si:

Oo—i 01-j1 Or—jt jo—0o—1J1—01 jt=0t| _ | 560-i 01-j1 Or—jt 1
1> |20yt pih - 2lontortpi L pl | = 2fdo ppih L pf -
2(20 °.pq et Py )

o0 lo que es lo mismo, si y solo si:

_ Oojo . p01-it . . 0t _ 1
1 < 2% P1 e Pt 2(26’040 _pgrjl '...'p?t_h) <1
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y, COmo:

J3 -1 J3 +1
<X<

1 2
—1<X—§<1<:> 0
-J/3 -1 -J3 +1
2 <X< 2

_j 01-j 0t-j . L, . . 4 z
al ser 2%do.py. . p?>0, resulta que una de estas cuaternas pitagoricas isosceles sera de
segunda especie si y sélo si:

V3 -1 pe i beiv _ J3 +1
) <200 p e Py <T

y, por tanto, el nimero de cuaternas pitagéricas isdsceles de segunda especie cuyo cateto repetido es
igual a m es:

.. . 3 -1 ' i r 3+1
Cal’d{(jo,jl,...,jt)e{1,...,90}><k1111 {0,1,...,20¢} : ‘/_2 < 200do . phdt. L p¥ “<‘/_T+}

Ejemplo 10.7. Vamos a ilustrar el Teorema 10.11. con dos ejemplos:

@ Para m=32=2° segln dicho teorema, existen exactamente cinco cuaternas pitagoricas isésceles cuyo
cateto repetido es igual a 32 =25, una de las cuales es de segunda especie, siendo éstas:

(25, 25, 210—1 _ 21—11 210—1 + 21—1)
(25, 25, 210—2 _ 22—1, 210—2 + 22—1)
(25’ 25, 210—3 _ 23—11 210—3 + 23—1)
(25, 25’ 210—4 _ 24—11 210—4 + 24—1)
(210—5 _ 25—1, 25, 25, 210—5 + 25—1)

(32,32,511,513)

(32,32, 254, 258)

=14 (32,32,124,132)
(32,32,56,72)
(16,32, 32, 48)

~ X X X ~
1
g b~ W N

~ X X X X
Il
g~ W N -

@ Para m=18=2-32 segln dicho teorema, existen exactamente 1(2-2+1) =5 cuaternas pitagéricas
isésceles cuyo cateto repetido es igual a 18=2-3%2. Ademas, considerando la funcién
g:{1}x1{0,1,2,3,4} - Q definida por:

g(jOyjl) - 21—10 . 32—11

como:

9(1,0)=9 ¢

(ﬁz—lyﬁ;l]
(ﬁ—ly\/§+1]
[J_ J_+1J
(J_ /_+ J
(5

9(1,1)=3 ¢

g(1,2)=1¢€

9(1,3) =

r.oln—\ wl»—\

g(1,4) =
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entonces:
. -1 . . 1
CaM{th)e{l}x{Qljﬁi4}:J§é <21m.3M1<1§%t—}:1

y, por tanto, Unicamente una de estas cinco cuaternas pitagoricas isdsceles es de segunda especie:

(2-32,2.32,[221-1. 3220 _ 211, 30| 221-1.322-0 4 p1-1.30) (o,j1) =(1,0) (18,18,161,163) (o,j1) =(1,0)
(2-32,2.32,|22%71. 32271 _ 211, 31| 22171, 32271 4 pl-1.31) (o,j)=(1,1) (18,18,51,57) (o,j) =(1,2)
(2-32,2-32|221°1. 3222 _ 211 . 32| p21-1.3222 4 pl-1.32) (o,j)=(,2) = (9,18,18,27) (jo,j1) =(1,2)
(2-32,2.32,[221-1.3223 _ 11, 33| 2211, 3223 4 p1-1.33) (o,j1)=(1,3) (18,18,21,33) (o,j1) =(1,3)
(2-32,2.32,[221-1 . 3224 _ 11, 34| 221132274 4 p1-1. 34) (o,j1)=(1,4) (18,18,79,83) (o,j1)=(1,4)

Lema 10.2. Si (a,a,c,d)e© es una cuaterna pitagdrica isdsceles de primera especie con inradio q,
entonces:

® gr<ax<c
@ c—-0gr#q
® c-gr<qreod<2a

Demostracion:

® Como:
a qr_a_2a+20—d_d£c>O
entonces:
gqr<a<c

@ Sifuese c—qr=q,, entonces:

0=c—2qr=c—2(2a+—20_d)=d—2a:>d=2a

por lo que:

2a24+¢2 M 42 452 5 02-232=>¢c=.2a¢N

pitagorica
y se llega a una contradiccion.
® c-gr<greoc<2q,=2a+c-de0<2a-ded<2a

Teorema 10.12. Existe una correspondencia biunivoca entre el conjunto  Torenadass d€ ternas pitagoéricas
ordenadas y el conjunto ©.C . de cuaternas pitagdricas isdsceles (de segunda especie, ya que, seglin el Lema
10.2, cualquier cuaterna pitagdrica isdsceles de primera especie tiene inradio menor que su cateto menor) tales
que su inradio es mayor que su cateto menor. Ademas, esta correspondencia asocia ternas pitagoricas primitivas

con cuaternas pitagoricas primitivas y viceversa.
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Demostracion:

Si (a,b,b,d) € © es una cuaterna pitagorica isdsceles de segunda especie tal que ¢, >a, como q,—a<dqr,
segun el Teorema 10.8., (q,—a,q,,d—b) es una terna pitagérica ordenada, por lo que, para cualquier terna
pitagdrica ordenada (u, v, W) € Torgenadas, 12 correspondencia buscada deberia ser de la forma:

U= —a+§b—d
Ve a+22b d
(uv,w)=(q,—a,q,,d—b) = w=-b+d
a=-u+v
b=u+v+w
d=u+v+2w

siendo:

a2+2b2—d? = (~u+Vv)> +2U+v+w)? = (U+V+2w)? = 2(u? +v2 —w?)
por lo que (a,b,b,d) es una cuaterna pitagérica isésceles de segunda especie si y sélo si (u,v,w) es unaterna
pitagdrica ordenada. Ademas, el inradio de la cuaterna pitagorica isdsceles de segunda especie correspondiente a

cualquier terna pitagérica ordenada (u,v,w) verifica que:

0 = a+22b—d _ —u+v+2(u+v+2W)—(u+V+2W) V>_U+v—a

A continuacién, como las aplicaciones lineales f,g: R® - R3 definidas por estas relaciones:

1, 1
2 2 -110

f: l _l = 111
2 172 ’ 112
0 -1 1

son biyectivas (por ser inversas una de la otra, ya que fg=1g,), tenemos dos correspondencias biunivocas
inversas una de la otra:

T g gr>a
ordenadas isosceles de segunda especie

(uv,w) ~ (U+V,U+V+W,U+V+W, U+V+2W)

qr>a f
© isosceles de segunda especie T ordenadas
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Finalmente

© Si (u,v,w)eT esunaterna pitagérica ordenada primitiva, como w es impar, resulta que:

1 =mcd(u, v, w)
=mcd(v, u,w)
=mcd(v,u+v,w)
=mcd(2v, u +v,w)
=mcd(-u+v,u+v,w)
=mcd(—u+V,u+Vv+w,w)

=mcd(—U+V,U+V+W,U+V+2w)

y, por tanto, la cuaterna pitagdrica isésceles de segunda especie (—U+V,U+V+W,U+V+W,U+V+2w)
también es primitiva.

® Si (a,b,b,d) es una cuaterna isdsceles de segunda especie primitiva, segin el Teorema 10.10., b es
par, por lo que, tanto a como d son impares, verificandose que:

1=mcd(a,b,b,d)
=mcd(a, b, d)
=mcd(a, b, -b +d)
=mcd(a,a+2b—-d,-b+d)
=mcd(-a+2b—-d,a+2b—d,~-b+d)

_ mcd(_a+§b_d, a+22b—d ,—b+d)
y, por tanto, la terna pitagorica ordenada (—a + %b —d , &t 22b —d ,—b+ d) también es primitiva.

Ejemplo 10.8. Segun el Teorema 10.12. la terna pitagérica ordenada (3,4,5) se corresponde con la cuaterna
pitagdrica isésceles de segunda especie (1,12,12,17), ya que:

110 3 1
1114 |=12
1125 17
1 1

2151 3
1, 1| 121|=|4
2 207 ) (s
011
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Teorema 10.13.

H H T i w>2u gr<a A
@ Existe una correspondencia biunivoca entre los conjuntos  Torenagas Y ©igssceles de sequnda especie:  AAAEMAS,

esta correspondencia asocia ternas pitagoricas primitivas con cuaternas pitagéricas primitivas y
viceversa.

@ Existe una correspondencia biunivoca entre los conjuntos TW ..y ©2&4 Ademas,

ordenadas isosceles de primera especie *
esta correspondencia asocia ternas pitagéricas primitivas con cuaternas pitagéricas primitivas y
viceversa.

® Existe una correspondencia biunivoca entre los conjuntos TWR' ..y ©%d Ademés,

ordenadas isosceles de primera especie*
esta correspondencia asocia ternas pitagéricas primitivas con cuaternas pitagéricas primitivas y
viceversa.

2a>d 2a<d ./ .. . L, .
) Card[ is():celes de primera especie] < Card[ iségceles de primera especie]! pudlendose definir una apllcacmn |nyect|va

- @ 2a>d 2a<d iFi
v . ©isc’)§celes de primera especie - ©isé§celes de primera especie verificando que, para cada
(a,a,¢,d) € ©1cs de primeraespecie» €1 CatEto mayor de w(a, a,c,d) esigual a c.

Demostracion:

® Si (a,b,b,d) e © es una cuaterna pitagdrica isosceles de segunda especie tal que g, <a, segun el
Teorema 10.7., como:

a<[1+§]Qr<Zera_qr<qr

entonces, el Teorema 10.8. nos asegura que (a—q,,d,,d—b) es una terna pitagérica ordenada, por lo
que, para cualquier terna pitagérica ordenada (u,v,w) e T, la correspondencia buscada deberia ser de

la forma:
U= a—22b+d
_a+2b-d
V=2
(u,v,w)=(@-qr,q,d-b) =< | W=-b+d
a=u+v
b=-u+v+w
d=-Uu+Vv+2w
siendo:

a2+202—d2 = (U+Vv)? +2(cu+v+w)? = (~u+v+2w)? = 2(u? +v2 —w?)

por lo que (a,b,b,d) es una cuaterna pitagorica isdsceles de segunda especie si y solo si (u,v,w) es
una terna pitagérica ordenada. Ademas, el inradio de la cuaterna pitagérica isésceles de segunda especie
correspondiente a cualquier terna pitagérica ordenada (u,v,w) verifica que:

q = a+22b—d _ u+v+2(—u+v+;v)—(—u+v+2w) CV<uivea
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A continuacién, como las aplicaciones lineales f,g: R® — R® definidas por estas relaciones:

14,1
2 2 110

f=| 1 1 =l -111
2t 72 ’ 112
0 -1 1

son biyectivas (por ser inversas una de la otra, ya que fg=1g,)V:

a-2b+d

w-2u=-b+d-2 ;

):—b+d—(a—2b+d)=b—a>0

entonces, w > 2u Y, por tanto, tenemos dos correspondencias biunivocas inversas una de la otra:

w>2u 9 qr<a
Tordenadas - © isosceles de segunda especie

(u,v,w) ~ (U+V,—U+V+W,—U+V+W,—U+V+2W)

qr<a f w>2u
© isosceles de segunda especie - Tordenadas

Finalmente:

© Si (u,v,w)eT esunaterna pitagdrica ordenada primitiva, como w es impar, resulta que:

1 =mcd(u, v, w)
=mcd(u +v,v,w)
=mcd(u+v, 2v,w)
=mcd(u+v,—u+Vv,w)
=mcd(u+V,—U+V+Ww,w)

med(U +V, —U +V+W, —U + V + 2w)

y, por tanto, la cuaterna pitagorica  is6sceles de segunda  especie
U+V,~U+V+W,-U+V+W,—U+V+2w) también es primitiva.

® Si (a,b,b,d) esuna cuaterna isésceles de segunda especie primitiva, segin el Teorema 10.10., b
es par, por lo que, tanto a como d son impares, verificandose que:

1 =mcd(a,b,b,d)
=mcd(a, b, d)
=mcd(a, b, -b +d)
=mcd(a,a+2b-d,-b+d)
=mcd(a—2b+d,a+2b—d,—-b+d)

B a-2b+d a+2b-d
_mcd( h+d a+2l ,—b+dj
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y, por tanto, la terna pitagérica ordenada (a — 22b +d a4t 22b =0 ,—b+ d) también es primitiva.

@ Si (a,a,c,d)e© es una cuaterna pitagorica isosceles de primera especie tal que 2a>d, para cada
terna pitagorica ordenada (u,v,w) e T, segln el Teorema 10.8. y el Lema 10.2., (c-q,q;,d—a) es
una terna pitagorica ordenada, por lo que, para cualquier terna pitagérica ordenada (u,v,w)eT, la
correspondencia buscada deberia ser de la forma:

U= —2azc+d
Ve 2a+2c: d
(u,v,w)=(c—-qr,q,,d—a) = w=-a+d
a=-U+V+WwW
C=U+V
d=-u+v+2w

siendo:
282 +c2—d2 = (-u+v+w)? +(U+V)? = (~u+Vv+2w)? = 2(u2 +v2 —w?)
por lo que (a,a,c,d) es una cuaterna pitagorica isosceles de primera especie si y sélo si (u,v,w) es

una terna pitagdrica ordenada. Ademas, como las aplicaciones lineales fia.q, g2asd : R® = R® definidas
por estas relaciones:

1 1
15 3 111
fosa=| 1 %_% Qowa=| 1 10
10 1 -112

son biyectivas (por ser inversas una de la otra, ya que fza-dQzasd = 1g,) Y:

2

w—2u=—a+d—2(_2a+—c+d)=—a+d—(—2a+c+d)=a—c<0
2a-d=2(-u+v+w)-(-u+v+2w)=-u+v>0

entonces:
W< 2u
2a>d
y, por tanto, tenemos dos correspondencias biunivocas inversas una de la otra:

Tw<au Y2z ©2ad ) )
ordenadas isosceles de primera especie

(u,v,w) ~ (“U+V+W,—-U+V+W,U+V,—U+V+2W)

©2>d ) _ faasd Tw<au
isosceles de primera especie ordenadas

(a.a c d) o (—2a+2c+d'2a+zc—d,_a+d)
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Finalmente, si (u,v,w) e T es una terna pitagorica ordenada primitiva, como w es impar, resulta que:

1 =mcd(u, v, w)
=mcd(v, u, w)
=mcd(v,u+v,w)
=mcd(2v,u +v,w)
=mcd(—u+v,u+v,w)
=mcd(—u+V+Ww,u+V,w)

med(—u+V+W, U+ V,—U+V+ 2w)

Y, por  tanto, la cuaterna  pitagorica  isOsceles de  primera  especie
(U+V+W,-U+V+W,U+V,—U+V+2w) también es primitiva.

® Si (a,a,c,d)e© esuna cuaterna pitagorica isosceles de primera especie tal que 2a<d, para cada
terna pitagorica ordenada (u,v,w) €T, segln el Teorema 10.8.y el Lema 10.2., (g;,c—q,,d—a) es
una terna pitagorica ordenada, por lo que, para cualquier terna pitagérica ordenada (u,v,w)eT, la
correspondencia buscada deberia ser de la forma:

u:Zat;—d
Ve 2a;c+d
(u,v,w)=(qr,c—qr,d—a) = w=-a+d
a=u-v+w
C=U+V
d=u—-v+2w

siendo:
22 +c2—d?2=2(u-v+w)?+(U+v)> = (u—v+2w)* = 2(u? +v2 —w?)
por lo que (a,a,c,d) es una cuaterna pitagorica isésceles de primera especie si y sélo si (u,v,w) es

una terna pitagdrica ordenada. Ademas, como las aplicaciones lineales fia.q,g2acq : R® - R® definidas
por estas relaciones:

L 11
> 1-11
foaa=| -1 + 1 Joaa=| 1 1 0
2 2 1-12
10 1

son biyectivas (por ser inversas una de la otra, ya que fa<dQza<d = 1g,) Y:

w—2v=—a+d—2(_za+c+d)=—a+d—(—2a+c+d)=a—c<0

2a—d=2(u-v+w)—(U-v+2w)=u-v<0
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entonces:
W< 2v
2a<d
y, por tanto, tenemos dos correspondencias biunivocas inversas una de la otra:

Tw<2v Y2aca ©?2a<d
ordenadas isosceles de primera especie

(uv,w) ~ (FU+V+W,—U+V+W,U+V,—U+V+2W)

2a<d faad w<2v
© isosceles de primera especie - Tordenadas
(a.ac d) o (—2a;c+d’2a+20—d,_a+d)

Finalmente, si (u,v,w) € T es una terna pitagérica ordenada primitiva, como w es impar, resulta que:

1 =mcd(u,v,w)
= mcd(v, u, w)
=mcd(v,u+v,w)
=mcd(-2v,u+v,w)
=mcd(u—v,u+v,w)
=mecd(u—v+w,u-+v,w)

mcd(u—Vv+Ww,U+V,Uu—V+2w)

y, por tanto, la cuaterna pitagorica isosceles de primera especie (U—V+W,U—V+W,U+V,U—V+2W)
también es primitiva.

@ Como, para cualquier terna pitagdrica ordenada (u,v,w), se verificaque u<v y, ademas:

(5,12,13)eTlv

TW<dzu g ordenadas TWEZV g
ordenadas (5,12,13)e T ordenadas
por lo que:
2a>d SEQU”dO w<2u w<2v prlmer [ 2a<d ]
Card[©is()sceles de primera especie] apartado Card [Tordenadas] f Card [Tordenadas] artado Card ©|sosceles de primera especie
Ademas, podemos considerar la aplicacion inyectiva:
2a>d faasd w<2u 92a<d 2a<d
© isosceles de primera especie Tordenadas & Tordenadas - © isosceles de primera especie
(a,a,c,d) ~ (—2a;c+d’2a+zc—d,_a+d) ~ (2d-3a,2d—-3a,c,3d-4a)

que verifica la condicion del enunciado.
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Ejemplo 10.9. Segun el Teorema 10.13.:

@ La cuaterna pitagorica isosceles de segunda especie (17,20,20,33) se corresponde con la terna pitagérica
ordenada (5,12,13) (que verifica w=13> 2.5 =2u), ya que:

1,1
2 2 17 5
1, 1012 |=] 12
2 2 | 33 13
0 -1 1

110\ 5 17
111 | 12 |=] 20
112 ) 13 33

@ La cuaterna pitagoérica isosceles de primera especie (6,6,7,11) (que verifica 2a=2-6>11=d) se
corresponde con la terna pitagérica ordenada (3,4,5) (que verifica w=5<2-3=2u) ya que:

4,11
2 9 6 3
SEIHEE
10 1 11 5
-111 3 6
110 4 |=| 7
-112 5 11

® La cuaterna pitagdrica isosceles de primera especie (6,6,17,19) (que verifica 2a=2-6<19=d) se
corresponde con la terna pitagorica ordenada (5,12,13) (que verifica w=13 <2-12 =2v), ya que:

L 11
2 9 6 5
1L 1 17 ]=| 12
2.2 | g 13
10 1
1-11) 5 6
110/ 12|=] 17
1-12 ) 13 19

@ La cuaterna pitagorica isosceles de primera especie (6,6,7,11) (que verifica 2a=2-6>11=d) se
corresponde con la cuaterna pitagdrica pitagorica isosceles de primera especie (4,4,7,9) (que verifica
2a=2-4<9=d),yaque:

L 11
2 2 6 3
11 7 |=| 4
t2 72 11 5
-1 0 1

1-11 3 4
110 4 |=| 7
1-12 5 9
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Sin embargo, la cuaterna pitagorica isosceles de primera especie (6,6,17,19) (que verifica
2a=2-6<19=d) no se corresponde con ninguna cuaterna pitagorica isésceles de primera especie tal

que 2a>d, ya que:

1 4 1
2 7 6 5

1 d 117 =] 12 e T
2.2 | 49 13

-1 0 1

-111 5 20

110 12 |=| 17 |- no ordenada

-112 13 33

Definicién 10.5. Una cuaterna pitagorica (a,b,c,d) € © con a<min{b,c} se dice que es ligadasi d=a+b
0 d=a+c. Ademas, se dice que:

® Es ligada de “primera especie” cuando es ordenaday d=a+bh.
@ Es ligada de “segunda especie” cuando es ordenaday d=a+c.

Teorema 10.14. Si (a,b,c,d) € © es una cuaterna pitagérica (no necesariamente ordenada) con inradio
greN ytalque d=a+c, se verifica que:

® b=2q,

@ ac=2q? (esdecir, a y ¢ son dos divisores gemelos de 2g?)
Demostracion:

® Como d=a-+c, resultaque:

2Qr=a+b+c—-d=b
@ Como:
0=a?+b2+c2—d?=a?+b2+c2—(a+c)*=b2—2ac=b? =2ac
entonces, segun el apartado anterior:

=ac

2
2q?=b7

Teorema 10.15. Paracada ne N, el nimero de cuaternas pitagoricas ligadas con inradio ¢, =n es:

2
™ = @ = Card{y € Div(2n?) : y < /2 n}

Ademas:
) eraespecie = Card{y e Div(2n?) :n<y < J2n}
gzg;unda especie — Card{y € DiV(an) : V < n}
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(debemos tener en cuenta que la cuaterna pitagdrica correspondiente al par de divisores gemelos (n,2n) es
isdsceles de segunda especie, por lo que sera ligada de primera especie y ligada de segunda especie, de ahi que
y=n aparezca en los dos conjuntos).

Demostracion:

Paracada neN, segin el Teorema 10.14:

2 2
v yeDiv(2n?): (a,,b,,c,,d,) = (y,Zn, 2%,%2%) =(y,2n,7,7+7)

son las Unicas cuaternas pitagdricas ligadas con inradio n. Ademas, como, para cada y € Div(2n?), se verifica
que:

2 2
(ai' b, 5, d?) = (?! 2n, ZL-?‘F ZLJ =(7.2n,9,y+7)=(c,,b,.a,,d,)

entonces, cada par de catetos menor y mayor se repite (salvo el orden de éstos) exactamente dos veces y, por
tanto, el nimero de cuaternas pitagdricas ligadas (a,b,c,d) € © distintas (salvo el orden de los catetos menor y
mayor) tales que su inradio es igual a n viene dado por:

2
() = @ = Card{y € Div(2n?) : y < /2 n}

Ademas, se puede conseguir que estas |™ cuaternas pitagdricas ligadas estén ordenadas, ya que, para cualquier
y e Div(2n2) tal que y < /2 n, se verifica que:

a,=y<J2n<2n=b,
y que:
2 2
2n=b,<c, =<5~ y<n

por lo que:

Ig:i)meraespecie = Card{y € Div(2n2) ‘n< Y < ﬁn} = d[n,ﬁn)(znz)
ge%unda especie = Card{y € Div(2n2) : b < n} = dgn(znz)

Corolario 10.5. Existe una sucesion ((an,bnCn,dn))aey de cuaternas pitagéricas ligadas de segunda especie,
todas ellas primitivas y tales que:

vneN: qgan,bn,cn,dn) =n
Demostracion:

Teniendo en cuenta el Teorema 10.15., basta con considerar la sucesion de cuaternas pitagoricas ligadas de
segunda especie cuyo término general es:

v neN:(a)bncn dn)=(1,2n,2n%2n% +1)

que verifica las condiciones del enunciado.
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Ejemplo 10.10. Para n=6, como 2n?=72=23%32 y:
Div(72) ={1,2,3,4,6,8,9,12,18,24,36,72}

segun el Teorema 10.15.:

o402 _@+1@+1)

> 6

siendo:

If)?i)mera especie — d[ggﬁ)(72) = Card{6, 8} =2
Iggg;undaespecie = d56(72) = Card{l, 2; 3, 4, 6} =5

y la cuaternas pitagdricas ligadas correspondientes:

(1,12,72,73) segunda especie
(2,12,36,38) segunda especie
(3,12,24,27) segunda especie

(6,12,12,18) — primeray segunda especie
(8,9,12,17) primera especie

(4,12,18,22) - segunda especie

Lema 10.3. Si neN y (y,7) esun par de divisores gemelos de 2n?, entonces:
mcd(y, 2n, 7,y +7) =mecd(n, 7,7)
Demostracion:

mcd(n, y,7) | 2n

med(n,y,7) | n mcd(n, ,7) |
o | mo Dt mCd(n,%Z) | 7 = med(n, y,7) | med(y, 2n, 7,7 +7)
med(n, y,7) | 7 S

mcd(n, y,7) | y+7
@ Sillamamos |=mcd(y,2n,7,y+7), como:

i

=12y y=2n2=12 | n?=>1|n

| =
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entonces:
mcd(y, 2n,7,7+7) =1 | med(n, ,7)

Por tanto:
mCd(n;% ?) | mCd(y,Zn,?,y-l,-?) _ - _
{ med(y, 2n, 7,y +7) | med(n, y,7) = mcd(y, 2n, 7,y +7) =med(n, y,7)

Teorema 10.16. Paracada ne N, existe unacorrespondencia biunivoca entre el conjunto de ternas pitagéricas
ordenadas con inradio r=n vy el conjunto de cuaternas pitagdricas ligadas con inradio g, =n. Ademas, esta
correspondencia mantiene el maximo comun divisor, por lo que una terna pitagérica ordenada con inradio r=n
es primitiva si y sélo si la cuaterna pitagdrica ligada correspondiente es primitiva y, por tanto, el Teorema 2.8.
nos asegura que el nimero de cuaternas pitagodricas ligadas con inradio g, =n que son primitivas es igual a 2,
siendo te NU{0} el nimero de factores primos impares de n.

Demostracion:

Segln los Teoremas 2.4. y 2.5., existe una correspondencia biunivoca entre el conjunto de ternas pitagdricas
ordenadas con inradio r=n y el conjunto {y € Div(2n?) : y < /2 n}, siendo:

Vv yeDiv2n?) /y<J2n:(a,b,c,)=@n+y,2n+7,2n+y+7)

y, segun los Teoremas 10.15. y 10.16., existe una correspondencia biunivoca entre el conjunto de cuaternas
pitagoricas ligadas con inradio g, =n y el conjunto {y € Div(2n?) : y < /2 n}, siendo:

Vv yeDiv(2n?) /y<J2n:(a, b, c,d,) = (y, 2n, ZTnZ Y+ 2—3}2) =(,2n,7,7+7)
Por tanto, basta con considerar la correspondencia composicion de las dos siguientes:
T adas - {yeDiv(2n?):y<J/2n} - ©ﬂ$3a5
@n+y,2n+7,2n+y+7) ~ y ~ (7,2n,7,7+7)
Ademas, segun los Lemas 2.1. y 10.3., se verifica que:

mcd(2n+y,2n+§,2n+y+7)Lemj1mcd(n,y,§) = mcd(y,2n,7,7+7)

2. Lema 10.3.

Yy, por tanto, una terna pitagérica ordenada con inradio r=n es primitiva si y sélo si la cuaterna pitagorica
ligada correspondiente es primitiva.
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Ejemplo 10.11. Para n=#6, la correspondencia descrita en el Teorema 10.16. es la siguiente:

T:;Tgenadas - {V € DIV(?Z) AN 6\/?} - ©?i;;:agas
(12+9,12+7,12+9+7) ~ y ~ (7,12,7,7+7) mcd(6, 7, 7)
(13,84,85) ~ 1 ~ (1,12,72,73) 1
(14, 48,50) ~ 2 ~ (2,12,36,38) 2
(15,36,39) ~ 3 ~ (3,12,24,27) 3
(16,30, 34) ~ 4 ~ (4,12,18,22) 2
(18,24,30) ~ 6 ~ (6,12,12,18) 6
(20,21,29) ~ 8 ~ (8,12,9,17)=(8,9,12,17) 1

Ademés, como 6 =2-3 tiene un Unico factor primo impar, segin el Teorema 2.8., existen exactamente 2! =2
cuaternas pitagoricas ligadas con inradio qr =6 que son primitivas:

{(1,12,72,73),(8,9,12,17)}

Teorema 10.17. Paracada neN, existe una correspondencia biunivoca entre el conjunto de ternas pitagéricas
ordenadas con semiperimetro s=n y el conjunto de cuaternas pitagoricas ligadas de primera especie no
isésceles con inradio ¢, =n. Ademas, esta correspondencia mantiene el maximo comdn divisor, por lo que una
terna pitagdrica ordenada con semiperimetro s=n es primitiva si y solo si la cuaterna pitagorica ligada de
primera especie no isésceles correspondiente es primitiva y, por tanto, el Teorema 4.8. nos asegura que el
namero de cuaternas pitagoricas ligadas de primera especie no isosceles con inradio g, =n que son primitivas
es menor o igual a 2'-1, siendo te NU{0} el nimero de factores primos impares de n.

Demostracion:

Segun los Teoremas 4.3. y 4.4., existe una correspondencia biunivoca entre el conjunto de ternas pitagoricas
ordenadas con semiperimetro s=n y el conjunto {y € Div(2n?) :n<y< /2 n}, siendo:

vV yeDiv(2n?) /n<d<y2n:(a,b,c,)=02n-y,2n-7,7+7-2n)
y, segun los Teoremas 10.15. y 10.16., existe una correspondencia biunivoca entre el conjunto de cuaternas
pitagdricas ligadas de primera especie (no isosceles) con inradio gr=n y el conjunto
{y e Div(2n?) : n<y < J/2n}, siendo:
Vv yeDiv(2n?) /n<d< y2n:(a,b,c,d,)=(2n77y+7)

Por tanto, basta con considerar la correspondencia composicién de las dos siguientes:

T ordenadas - {V e Div(2n?) :n< y < J2n} - o~

ligadas de primera especie no isosceles
2n-y,2n-%,9+7-2n) ~ Y ~ (,7,2n,7+7)
Ademas, segun los Lemas 4.1. y 10.3., se verifica que:

med(2n—y,2n~7,y+7-2n) = med(n,»,7) = med(y,7 2n,y+7)

4,

y, por tanto, una terna pitagorica ordenada con semiperimetro s=n es primitiva si y s6lo si la cuaterna
pitagdrica ligada de primera especie no isosceles correspondiente es primitiva.
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Ejemplo 10.12. Para n=42, como 2n%? =3528, y
{y € Div(3528) : 42 <y < 42./2 } = {49,56}

entonces, la correspondencia descrita en el Teorema 10.17. es la siguiente:

= : . =42
Tgra‘eznadas - {V € DIV(3528) 142 < y< 42‘/5 } - ©?igadas de primera especie no isosceles
(84+7,84+7%,84+y+7) ~ y ~ (y,7,84,7+7%) mcd(84, y, 7)
(133,156, 205) ~ 49 ~ (49,72,84,121) 1
(140, 147, 203) ~ 56 ~ (56,63,84,119) 7

Ademas, como 42=2-3.7 tiene dos factores primos impares, segun el Teorema 4.8., el nimero de cuaternas
pitagdricas ligadas de primera especie no isésceles con inradio q, =42 que son primitivas es menor o igual que
22-1=3, dehecho,esiguala 1<3:

{(49,72,84,121)}

Definicién 10.6. Una cuaterna pitagorica ordenada (a,b,c,d) e © se dice que es de sumas simétricas si
a+d=b+c.

Teorema 10.18. Si (a,b,c,d) € © es una cuaterna pitagorcia de sumas simétricas con inradio g, eN vy
semiperimetro gs € N, se verifica que:

gr=a
© {qs=a+d

@ bc=0q.Qqs

® a’?=(b-a)(c—a) (esdecir, b—a y c—a sondos divisores gemelos de a?)
Demostracion:

at+b+c—d 2a

0 = a+b;c+d _ 2(a2+d) Cad

®@ Como a+d=b+c, entonces:

(a+d)*=(b+c)’
a?+d?+2ad=b2+c?+2bc
2a% +2ad = 2bc
a(a+d)=hc
q:qs = bc
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® Segun el Teorema 10.3.:

a2 qr::aq§+(qr—a)2 =(d-c)d-b) = (b-a)c-a)

d=b

Teorema 10.19. Paracada neN, el nomero de cuaternas pitagéricas de sumas simétricas con inradio ¢, =n
es:

2
ss™ = Card{y € Div(n?) : y<n} = %
Demostracion:
Para cada ne N, segln el Teorema 10.18:
s (n2) - n2 n? - -
v y € Div(n ).(a),,by,c),,dy)=(n,n+y,n+7,n+y+7)=(n,n+y,n+y,n+y+y)

son las Unicas cuaternas pitagoricas de sumas simétricas con inradio n. Ademas, como, para cada y € Div(n?),
se verifica que:

2 2
(a;,by,c%dv):(n,n+7,n+%,n+7+%}:(n,n+7,n+y,n+?+y):(ay,c,,by,dy)

entonces, cada par de catetos mayores se repite (salvo el orden de éstos) exactamente dos veces y, por tanto, el
ndmero de cuaternas pitagéricas de sumas simétricas (a,b,c,d) € © distintas (salvo el orden de los catetos
mayores) tales que su inradio es igual a n viene dado por:

. d(n?)+1
ss™ = Card{y € Div(n?) : y<n} = %
ya que:
. a,=n<n+y=»h,
2 . i b
v y € Div(n )/ysn.{ ¢ =n+T<ntyirod,
y:
n? n? 2 2
n+y=b,<c,=n+5-ey< ey <noy<n

Corolario 10.6. Existe una sucesién ((an,bncn,dn))ney de cuaternas pitagéricas de sumas simétricas, todas
ellas primitivas y tales que:

vneN: qgan,bn,cn,dn) =n
Demostracion:

Teniendo en cuenta el Teorema 10.19., basta con considerar la sucesién de cuaternas pitagéricas de sumas
simétricas cuyo término general es:

vneN:(an,bncnd)=Mn+1,n2+nn?+n+1)
que verifica las condiciones del enunciado, ya que:

vneN:medinn+1)=1
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Ejemplo 10.13. Para n=6, como n?=36=2232 y:
Div(36) ={1,2,3,4,6,9,12,18,36}

entonces:

5

5s® — d36)+1 (+1)2+1)+1
e _

2

siendo:
{yeDiv(36): y<6}={1,2,3,4,6}
y las cuaternas pitagéricas de sumas simétricas correspondientes:

(6,7,42,43)
(6,8,24,26)
(6,9,18,21)
(6,10,15,19)
(6,12,12,18)

SRR
Il

D A~ WDN PR

2

Teorema 10.20. Paracada ne N :

@ Existe una Unica cuaterna pitagérica (a,b,c,d) € © con inradio q,=n que es ligada y de sumas
simétricas.

@ Existen exactamente n cuaternas pitagéricas {(aj,bi,ci,di) e © :ie{1,..,n}} coninradio q,=n de
forma que:

Vie{l,..n}:di=ci+1

siendo todas ellas primitivas (ya que cualesquiera dos nimeros naturales consecutivos siempre son
primos entre si). Ademas:

© Unicamente una de estas n cuaternas pitagoricas es de sumas simétricas.

® Si n=1, la cuaterna pitagorica correspondiente, (1,2,2,3), es ligada (tanto de primera como de
segunda especie) y, si n>2, entonces, ninguna de estas n cuaternas pitagoricas es ligada de
primera especie y exactamente una de ellas es ligada de segunda especie.

Demostracion:

@ La existencia esta clara, ya que, para cada neN, la cuaterna pitagdrica (n,2n,2n,3n) e © tiene
inradio g, =n, es ligada y de sumas simétricas. Ademas, si (a,b,c,d) € © es una cuaterna pitagorica
de sumas simétricas y ligada de primera especie (si fuese ligada de segunda especie se razonaria de
forma totalmente anéloga), entonces:

d=b+c-a oo 23

d=a+b B
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por lo que:

0 “E™ a2 4 b2+ (2a)° —(a+b)” =4’ —2ab=2a(2a—b) > b=2a=>d=a+2a=3a

pitagorica
luego:

=g = a+2a+22a—3a _a

y, por tanto, (a,b,c,d) =(n,2n,2n,3n).

@ Si (a,b,c,d) € © esuna cuaterna pitagérica con inradio g, =n y tal que:

d=c+1
entonces:
2 2
0 ceEme a2+b2+c2—(C+1)2=az+b2_20_1jcz%
pltagorlca
__a+b+c—(c+1) a+b-1
® N=0qr= 2 B 2

por loque a y b han de tener distinta paridad, luego:
Jke2N-1:b=a+k

y, por tanto:

n= a+a;k—1 _ 2a+2k—1 Sk=2(n-a)+1

lo cual implica que ae{1,..,n}. Finalmente, para cada ie{1,..,n}, la cuaterna pitagérica
correspondiente es:

(ai,bi,Ci,di)=(i,i+ki, i2+(i +2ki)2—1, i2+(i +2ki)2+1J

o 2 - 2
=(i,2n+l—i,' +(2n+21 i) 1,| +(2n+21 i) +1]

Ademas:
© Si una de estas cuaternas pitagoricas es de sumas simétricas, entonces:

" . 32 ‘o . N2
0l +(i+k;) +1—[i+ki+' +(i+ki) 1]=1—ki:>ki=1

2 2

por lo que:
1=ki=2(n-i)+1=i=n
Yy, por tanto, la Unica de estas cuaternas pitagdricas que es de sumas simétricas es:

(@an,bn,Cnydn)=(,n+1,n2+n,n%2+n+1)
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® Si n=1, entonces, i=1, siendo:
ki=2(1-1)+1=1

y, por tanto, la cuaterna pitagorica correspondiente es (1,2,2,3), que es ligada (tanto de primera
como de segunda especie).

® Si n>2 yunade estas cuaternas pitagoricas es ligada, puede ocurrir que:
© Sea de primera especie, en cuyo caso:

(ki-1)°

_Prlak) el oy i (- 2is 7

0 2

por lo que:

5 _ k2 0- no
P 2 . PR NIRRIPINS YO K ES U
- 2 =l =TT

1- no

y, por tanto, ninguna de estas n cuaternas pitagéricas es ligada de primera especie.

® Sea de segunda especie, en cuyo caso:

Y . ) 2 ) . ) 2_
0 +(i+k;) +1_(i+| +(i+k)’-1

5 5 J =l-i=>i=1
por lo que:
kij=2(n-1)+1=2n-1
y, por tanto, la Gnica de estas cuaternas pitagoricas que es ligada de segunda especie es:

(a1,b1,c¢1,d1) =(1,2n,2n2%,2n% +1)

Teorema 10.21. Si (a,b,c,d) € © es una cuaterna pitagérica, entonces, (d—a)’+(d—b)*+(d-c)?* noesun
cuadrado perfecto, es decir, d—a, d—b y d—c no pueden ser los catetos de otra cuaterna pitagérica.

Demostracion:
Vamos a distinguir dos casos:

® Si (a,b,c,d) € © es una cuaterna pitagoérica primitiva, entonces, d es impar y uno y sélo uno de los
elementos del conjunto {a,b,c} también lo es, ya que:

O Si los tres elementos del conjunto {a,b,c} fuesen pares, entonces, d seria par, por lo que:
2 | med(a, b,c,d)=1
lo cual es imposible.
® Si los tres elementos del conjunto {a,b,c} fuesen impares, entonces:
d? =3 (mod 4)
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lo cual es imposible.
© Si exactamente dos de los tres elementos del conjunto {a,b,c} fuesen impares, entonces:
d?=2(mod 4)
lo cual es imposible.

Resulta, pues, que:

=d@+b+c)=1(mod 2) = 2d(a+b+c)=2(mod 4)

a+b+c=1(mod 2)
d=1(mod 2)

por lo que:

(d-a)’+(d—-b)?+(d-c)*=3d>+a?+b%2+c2-2d(a+b+c)
=4d2-2d(a+b+c)
=2 (mod 4)

y, por tanto, (d—a)’+(d—b)*+(d—c)? no puede ser un cuadrado perfecto.

@ Si (ab,c,d)e© fuese una cuaterna pitagdrica cualquiera con mcd(a,b,c,d)=keN vy
(d-a)’+(d—b)*+(d—c)’ fuese un cuadrado perfecto, como:

o

(§-2) +(F-) (-0 el () + (52 + ()]
=(d-a)’+(d—b)*+(d-c)*

entonces, (% % % %) €S una cuaterna pitagérica primitiva y (% - %)2 + (% - %)2 + (? - Ejz
seria un cuadrado perfecto, lo cual es imposible, segln se prueba en el caso anterior.
Ejercicio 10.1. Se dice que (a,b,c,d,e) e N° es una “quinteta pitagorica” si se verifica que:
© a+b+c+d=2e
® bc+bd+cd=¢e?
Probar que:

® (1,2,2,3,4), (2,10,7,3,11) y (2,7,6,3,9) son quintetas pitagdricas.

@ Si (a,b,c,d,e) eN® es una quinteta pitagorica, entonces, (e—b,e—c,e—d,e—a) es una cuaterna
pitagorica.
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Solucién:
® (1,2,2,3,4), (2,10,7,3,11) y (2,7,6,3,9) son quintetas pitagdricas, ya que:

1+2+2+3=2-4
© 2+10+7+3=2-11
2+7+6+3=2-9

2.2+2-3+2-3=42
® 1 10-7+10-3+7-3=112
7-6+7-3+6-3=92

@ Como:
b+c+d=2e-a
b2 +c2+d%2+2(bc+bd +cd) =4e? +a? — 4ae
b2 +c2+d?%+2e2=4e?+a?—4ae
b2 +c2+d2=2e?2+a?2—-4ae
entonces:

(e—b)*+(e-c)’+(e-d)*=3e2+b2+c?+d?—2e(b+c+d)
=3e? +2e? +a’—4ae—2e(2e—a)
=e?+a’-2ae
=(e-a)°

y, por tanto, (e—b,e—c,e—d,e—a) esuna cuaterna pitagorica.

Ejercicio 10.2. Si existiese un ortoedro perfecto (ladrillo de Euler para el que la longitud de su diagonal
principal es un nimero natural), entonces, la longitud de alguna de sus aristas seria multiplo de 7.

Solucién:

Si u,v y w fuesen las longitudes de las aristas de un ortoedro perfecto, entonces, (u,v), (u,w) y (v,w)
serian pares de catetos de tres ternas pitagaricas, por lo que, si ocurriese que:

uz0(mod 7)
vz0 (mod 7)
w0 (mod 7)
como los restos cuadraticos no nulos médulo 7 son {1,2,4}, necesariamente, habria de ocurrir que:
u?=v2 (mod 7)
u2=w?(mod 7) =u?=v?>=w?(mod 7) = u?+v?+w?=3u? (mod 7)

vZ=w?2 (mod 7)

y, por tanto, u?+v?+w? no podria ser un cuadrado perfecto, llegandose a una contradiccion.
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Ejercicio 10.3. No existe ningun ortoedro perfecto (ladrillo de Euler para el que la longitud de su diagonal
principal es un nimero natural) primitivo (es decir, que la cuaterna pitagérica (u,v,w,t) formada por las
longitudes de sus aristas y la longitud de su diagonal principal sea primitiva) tal que la longitud de su diagonal
principal sea multiplo de 7.

Solucién:

Si u, v, w y t fuesen las longitudes de las tres aristas y de la diagonal principal de un ortoedro perfecto, como
los restos cuadraticos médulo 7 son {0,1,2,4}, si t fuese maltiplo de 7, ocurriria que:

u?+vZ+w?=t>=0(mod 7)
por lo que las Unica combinaciones posibles serian:
® 1+2+4=7=0(mod 7), en cuyo caso, los restos cuadraticos médulo 7 de u, v y w deberian ser no
nulos y distintos, lo cual es imposible, ya que (u,v), (u,w) y (v,w) serian pares de catetos de tres

ternas pitagoricas.

@ 0+0+0=0=0(mod 7), encuyo caso, u? v? y v? y,portanto, u, vy w serian miltiplos de 7, lo
cual significa que la cuaterna pitagdrica (u,v,w,t) no seria primitiva.
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