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２０２ １ 年全 国 中学生数学奥林匹克 （ 决

赛 ） 于 ２０２ １ 年 １ ２ 月 在福建省福州市福建师

范大学附属 中学举办 ． 本文就此次竞赛的试

题 、不同解法与答卷情况作一些简单介绍 ． 命

题组准备的参考答案参见文 ［
１
］

．

值得一提的是受疫情影响 ， 本次竞赛在

乌鲁木齐 、昆明 、杭州 、宁波镇海 、哈尔滨和西

安设置了分考场 ，共有 ７ １ 名考生在分考场参

加考试．

１ 第一题

本题是 ■道很古典的几何题 ，从 １ ８７９ 年

法国 国家 （ 数学 ） 竞赛 （
Ｃｏｎｃｏｕ ｒｓＧ６ｎ６ｒａ ｌ

） 的

初等数学组试题略加修改 （ 原题考虑的是与

四边所在直线相切 的 圆 ， 当 ａ＃ ６ 时就有两

个 ，
且不要求四边形的凸性 ） 而成 ．

一般来说 ，若四边形的对边之和相等 ， 则

此四边形一定有 内切 圆 ． 固定 四边长度及其

中
一条边的位置 ， 允许另两个顶点在平面上

收稿 日 期 ：
２０２２ ０ １ １ ３

移动 ， 则 内心 的轨迹也还是两段圆弧．

（ 原题

和推广参见文 ［
２

］ 的习题？

）

本题的得分情况如表 １ ．

表 １

得分 ２ １ １ ８ １ ５ １ ２ ９ ６ ３ ０

人数 ３０７ １ ３ ３ ９５ ５ ０ ６ １ ８

本题平均分是 １ ８ ．６ 分 ，在获得银牌以上

的同学 中的平均分超过 １ ９ 分 （ 但进人国家集

训队的 ６０ 人本题平均分也未达到 ２０ 分 ）
．

本题作为第一题 ， 大多数 同学 的确都能

够顺利上手 ，评分标准也较为宽松． 证明点 ／

的轨迹是一个圆 的一部分 （ 写 明 圆心 的位置

和圆 的半径 ） 可 以得 １ ５ 分 ． 但集训 队 中有 ９

名 同学本题只得了１ ５ 分 ， 问题均出现在得到
“

点 ／ 在一个圆上
”

后完全没有就取值范围做

任何有意义的讨论． 从轨迹问题的通常作法

来看 ， 其实关于取值范 围 的讨论应 占 到 １ ２

分 ， 如果采用此评分方式 ， 平均分将会降低 １

分左右 ．

‘

主试委员 会来 ０ （ 排名 不分先后 ） ： 清华大学 （ 艾颖华 、郑志伟 ） 、北京大学 （ 肖 梁 、杨诗武 、许地生 ） 、 中 国科学院数学与 系

统科学研究院 （ 王彬 ） 、北京交通大学 （ 李晓 龙 ） 、南开大学 （ 李 明 ） 、 山 东大学 （ 刘守 民 ） 、南京师范大学 （ 纪春 岗 ） 、 中 国科学技术

大学 （ 王新茂 ） 、上海财经大学 （ 何斯迈 ） 、复旦大学 （ 姚一隽 、 王 同 祯 、冀诸超 ） 、上 海理工大学 （ 张思 汇 ） 、上海纽约大学 （ 白 天

衣 、顾陈琳 ） 、华东师范大学 （ 熊斌 、 瞿振华 、 何忆捷 、吴尉迟 ） 、上海交通大学 （ 张镭 ） 、 四 川 大学 （ 李挺 ） 、武汉大学 （ 薛江维 ） 、浙

江大学 （ 田昉暘 ） 、福建师范大学 （ 杨标桂 ） 、厦 门 大学 （ 余世霖 ） 、南方科技大学 （ 付云皓 ） ，
以及北京大学和华东师范大学 的几

位研究生 ． 何忆捷 、许地生 、王新茂 、王彬 、瞿振华 、张思汇 、付云皓 、 肖 梁等提供 了很多素材 ， 由姚一隽 、熊斌负责数据统计分析

及统稿 ．



８ 中 等 数 学

２ 第二题

这是一道代数题 ， 涉及知识点全部在高

中联赛一试的考查范围 内 ．

除了文 ［
１

］ 中 列 出 的方法外 ， 大部分考

生采用了如下方法来证明 Ａ＝ 在满足要求 ．

＝
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ｂ
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ｑ
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要证明 当 ｐ 、 ｇ 、
ｒ

、
ｓ 满足某种条件时 ， 必

有一个虚根 ２＝ａ＋６ｉ 满足 ６

２

多 ３ ａ
２

．

这相当于将式②代人方程①后证明 ａ 的

三次多项式
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－
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？

２
？

因为／（
ａ

） 的首项 系数是正实数 ， 所 以 ，

上述结论成立 的一个充分条件为 ／
ｐｇ ｊ

彡
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对方程 ＋２
／
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２

＋２ ｓｚ＋ｒ＝０ 作 同样讨

论 ，知一个使得该方程有满足 ６

２

＞ ３ ａ
２

的根
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ｑ
ｓ
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ｒ ＾： ０ ．④

于是 ，若式③ 、④均不成立 ， 即
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则可 以分别 由这两个不等式得到

ｐｆ
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显然矛盾．

因此 ，式③ 、④中至少有一个成立 ， 不妨

设式③成立． 此时 ，

ｂ ＝ ±ｌ３ ａ７^ ａ ＋

—

Ｖｐｐ

满足 １ ６ １彡
，
且２

＝
ａ＋６ ｉ满足

ｐｚ
３

＋ ２
ｑ
ｚ

２

＋ ２ ｒｚ＋ｓ＝０ ．

从而 ，命题成立 ．

（ 由此顺便证明 了题 目

中 的六次方程的根不可能都是实数．

）

本题的得分情况如表 ２ ．

表 ２

得分 ２ １ １ ８ １ ５ １ ２ ９ ６ ３ ０

人数 １ ７２ ２２ ３ ８ １ ７ ３ ３ ２２ １ ５ ５ ９６

本题平均分是 １ ０ ．２ 分 ， 是本次 比赛所有

考题 中 唯一一道在
“

（ 几乎 ） 全对
”

和
“

（ 几

乎 ）全错
”

的得分区间都有大量考生的试题．

对于获得金牌的考生 ，本题的平均分在 １ ８ 分

以上 ，但对于银牌的考生 ，本题的平均分就不

到 ８ 分 ．

从阅卷过程中可 以看出 ， 复数虽然在现

代数学中起到 了无可替代的作用 ， 但包括部

分优秀考生在 内 的相当一部分考生 ， 对复数

的认识仍然非常有限． 遇到复数问题的下意

识反应还是将实 、虚部分离 ，将问题转化为实

数的代数问题来解决 ， 这种操作给本次阅卷

工作带来了很多意想不到 的波折 ， 好在本题

用纯实数的方法也能解决 ． 希望选手们在今

后的学习与训练中能将数学中这重要的一课

补上．

３ 第三题

本题的两个主要切人思路是母函数方法

与幂和方法 ．

母函数方法是把集合对应为多项式 ， 把

集合的加法对应为多项式的乘法． 若集合中

的数模 《
， 则对应 的多项式模 ， －

１ ． 这是一

种 比较理想 的处理手段 ， 在本题也可 以完全
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地转化信息 ． 此外 ，

“

多项式ｑ 

＝１＋ 尤 ＋ … ＋

ｘ
－

Ｉ

在 Ｚ
［
ｘ

］ 中不可约
”

这一性质在解题中起

了较大作用 ．

幂和方法也不错 ，本题与缩系有关 ， 对模

素数 ｐ 的缩系有方幂和 ：

ｌ

ｍ
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ｍ
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（
ｍｏｄ

ｐ ） ，ｍ
＝

ｐ

－

＼ ．

事实上 ， （ 利用牛顿幂和公式容易证明 ）

上式也是一组 ｐ

－

１ 个数构成模 ｐ 缩系 的充

分条件 （ 此方法在置换多项式问题中也很有

用 ．

一个模 ｐ 的置换多项式是指
一个把模 ｐ

的完全剩余系映成模 ｐ 的完全剩余系 的多项

式／〇 ） 
？ 由于
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；
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则 （／（幻 广 的展开式中 的 ￥
＿

１

项的系数为 ／
＞

的倍数 ． 这一置换多项式的必要条件在刻画

低次数的置换多项式时很常用 ）
．

本题使用幂和方法可 以走到底 ， 记 尤 ＝

丨 七 ，
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以下同余式均在模 ｐ 意义下．
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这样大幅缩小了ａ 的范围 ， 快速排除掉 ａ＋ １

＝ ０ 的情况后 ， 对
“

漏网之鱼
”

也可继续做幂

和分析 ：
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丨

（
ａ

３

＋１
） ， 则 由７＼

＝ｒ
２
＝ ：ｒ

４
＝

乙 ＝ 〇
，知

Ｓ
ｊ

＝ Ｓ
２

＝ Ｓ
４

＝ Ｓ
５

＝ ０ ．

分析 ｒ
３ 、
ｒ

９ 没有有效信息 ，下面分析 ７Ｖ

注意到 ，

ｒ
６
＝
（

ｌ＋ ａ
６

）
ｓ

０
ｓ

６
＋ ｃｙ ｓ

２

３

＾ ｏ

Ｓ
６

＝

＾
Ｓ

］
＝＞〇

－

６

＝－ ２ （７
３ ，

此时 ，

／ｉ
（
ｘ

）
＝ ａ：

６
－

ｃｔ
３
ａ：

３

＋ ｃｒ
６

＝ ｘ
６
－

ｆｒ
３
ｘ

３
－ ２〇^

＝

（
ｘ

３

＋ｃｒ
３ ）（

＾ｃ

３
－

２ ｃｒ
３ ）

．

由于 － ２ 不为模 ｐ
＝

３７ 的立方剩余 ， 于

是 ， 的六个根不都在 中 ． 从而 ，

Ｚ 不存

在 （ 也可用牛顿幂和公式求 Ｓ
６

、
Ｓ

９ 、
Ｓ

， ２ ， 再代

入 ：Ｔ
１ ２得出其不被 Ｐ 整除 ， 矛盾 ）

．

（
３

）若 ｐ ｉ

（
ａ

２

＋ １
） ，则 由

＾０Ｓ
ｊ

＝ ５
３

＝ ５
Ｓ

＝ ０ ．

故
ｒ
４

＝
（

ｉ＋ａ
４

）
ｓ

０
ｓ

４
＋ｃ

】
ａ

２

＾ － ｏ

＝＞５
４
＝ ２ｃｒ

＼
＾ｃｒ

４

＝ ０ ．

由牛顿幂和公式得

＿

＾ ＣＴ
２

一

６ ＾７

＊

ｇ ９ 

＊Ｓ
ｇ

＾＝ ２ ｆ７

＂

２＾ ０
＂

＾
（Ｔ

２
＊

故 ｈ

＝
（

１＋ ａ
８

）
Ｓ
０
Ｓ

８
＋ Ｃ

ｇ （
ａ

２

＋ ａ
６

）
Ｓ

２
Ｓ

６
＋ Ｃ＞

４

Ｓ
：

＝ ０

＝＞３６ ＜ｔ
６

＝ ５ ｃｒ
＼

．

Ｐ己 ￡７

＾

２

＾ ２ ＜Ｚ ．

贝 ｉ

ｊ三 一

５ｘ ８ ｇ＆

３

ｅ— ３ ａ
＇

．

ｈ
（
ｘ

）
＝ ｘ

６

＋ ｃｒ
２
ｘ

４

＋ ｃｒ
４
ｘ

２

＋ ｃｒ
６

＝ ｘ
６

＋２ａｘ
４
－

３ ａ
３

＝

（
ｘ

２
－

ａ
）（

ｘ
２
－

９ ａ
）（

ｘ
２
－

２５ ａ
）

．

从而 ，

Ｚ ＝
 ，

：ｖ
２ ，

…

， 丨
六个数与 丨

±１
，

土３
，

± ５
 １ 成比例 ？ 可验证 ，

Ｚ 满足条件 ．



１ ０ 中 等 数 学

幂和方法可能计算量稍大 ， 但计算过程

中 目 标很明确 ． 每种情况均是先按照逐步展

开 ７； 的思路算 出 多项式 ／ｉ
（ 幻 ， 再判断是否

有解 ，计算过程中是比较有信心的 ． 万一没有

找到 ａ
＝± ６ 时的构造 ，幂和方法也可以具体

地算 出这组解 ， 并证明其在乘法平移意义下

是唯一的 ，这也是一个优点 ．

幂和方法是考虑数组的统计信息 ， 类似

于概率论中 的随机变量的矩 ， 幂和也是对数

组分布信息 的一种提炼 ． 事实上 ， 幂和方法

与母函数方法也是有联系 的 ， 例如 ， 母 函数

Ｆ
（

（
）
＝ 乏 在 ｆ＝１ 处的导数即为 尤 的元素

ｘ
６ 

Ｘ

和 ＝

４ ，
二阶导数即为

．ｖ ６ Ａ

．

．＇

－

ｅ ｘ＾Ｌ

高阶导数也都可用幂和表示 ．

本题的背景是某种 因式分解 问题． 可 以

考虑更一般的问题 ：求两个整数集 ：

Ｘ
＝
 ＼
ｘ

ｘ ，
％

２ ，

？  ？  ？

 ，

＾ｃ
６ ｊ ，

Ｙ 
＝
 ＼ｙ ｘ ， ｙ２ ， ｙ＾ １

满足Ｊ＋Ｋ ＋ ｙ ，

Ｕ
、 ）

＝ｌ
，

２
，

． ． ．

，

６
！ 中 的

３６

个数构成模 ３７ 的缩系 ．

新问题在模 ３ ７ 意义下 （ 据命题人编程搜

索的结果 ） 共有 １９９８ 个有序集合对 （
Ｚ

，
Ｆ

）

满足要求． 若进一步标准化 ， 即要求 Ａ
＋ 化 ＋

… ＋ ％
＝ 〇

（ 相应的 乃 ＋ ｙ２
＋ … ＋ ｙ６

＾ 〇
） ， 则

标准化的 （
Ｚ

，

Ｆ
） 共有＾

｜＾
＝ ５４ 个 ，它们均与

下列三个集合有关 ：

Ｚ
０
＝
 ｜

± １
，± ３

，± ５
丨 ，

Ｚ
，
＝
 ｜

± ２
，± ３

，± ４ ！ ，

＝
 ｜

± １
，± ４ ，± １ Ｇ

｜

．

其中包括 ： Ｕ ，
＝

（
Ａ ：Ｚ

。 ，

６ ） （ 即原问

题中 的满 足 Ｘ 与 Ｆ 成 比例 的解 ） 共 １ ８ 个 ；

Ｕ ，

Ｆ
）
＝

（ 叫 ，

８认
２ ） 共１ ８个 ； （

Ｚ
，

＝

（
８ ，

）共 １ ８ 个 ． 这表明 ，在标准化之后 ，

Ｘ 与 Ｆ 不成 比例 的解 （ 即原 问题之外 的解 ）

本质上只有一组 ， 即 ：

（
＾

， ，

ｂｚ
２ ）

三
（ ｜

± ２
，± ３

，± ４ ！ ， ｜

± ５
，± ８

，± １ ７
１） ，

其余的均为这组解乘以某个常数 ，或交换 Ｘ
、

Ｆ得到 ？

本题的得分情况如表 ３ ．

表 ３

得分 ２ １ １ ８ １ ５ １ ２ ９ ６ ３ ０

人数 ３ ２ ２ １ ９ ２８ ３６ １ ６ ７９ ３ ３４

本题平均分是 ３ ．９ 分 ， 是一道可做的难

题． 对于最终进人国家集训队的考生 ，这道题

的平均分达到 １ ６ 分以上 ， 而没有进人国家集

训队但获得金牌的考生这道题的平均分不到

５ 分．

若把问题中 的 ３７ 换成 １ ７ 或 １ ０ １
， 则对于

文 ［
１

］ 中 的解法本质上不改变题 目 的难度 ，

只有一些计算量上 （ 不大 ） 的差异． 但是对于

很多考生在考场上采用 的讨论手段 ， 计算量

可能会有较大的差异 ， 由此影响到本题的得

分率 ．

４ 第四题

本题与马尔可夫链有一定联系 ， 从一个

初始状态出 发 ， 最终会趋向于一个周期 的状

态． 解法均需考虑某个半不变量在稳定 以后

的取等条件 ， 用到 了组合与 图论的一些基本

技巧． 大部分考生 的解答如 同文 ［
１
］ 中 的解

法或一些变形 ， 考虑
“

赞成度
”

的最大值 ． 也

有一些解答使用了下面的半不变量．

方 法 设 Ｃ＝
（
Ｆ

，幻 是一个连通的非二

部图 ， ／ ： 
Ｖ—Ｎ 是第 ｉ 天每位科学家的赞成

度 ．

考虑
Ｓ

，

．＝

Ｘ）
ｄｅ

ｇＵ ）／；

．

（
；〇

２

．

则４ ＋  １ｄｅ
ｇＵＵ ．

＋  ｉ
ｂ ）

２

Ａ
－

ｅ ｒ

＝

＾
ｄｅ

ｇ （
ｘ

）

［＾Ｓ／ｉ
（ ｙ ）

］

⑴
）

２

（驢符号性

质 ）
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矣
（柯西不等式 ）

ｘ ＾ ｙ ｘ
ｙ

－

ｅ Ｅ

＝ ２
ｄｅ

ｇ （ ｒ ）／ （ ｒ ）

２

ｖ ｅ ｒ

其中 ， ［
％

］ 表示不超过实数 Ｘ 的最大整数．

于是 ，

ｓ
，

，
ｓ

２ ，

…是一列单调不增 的非负

整数 ， 最终常值 ． 从 而 ， 存在正整数 ｍ
， 使得

下面证明此时的／ｍ 为常值函数？

由上面的推导 ， 知等号成立时 ，对于每个

ｘＧＦ
， 人 在与 ｘ 相邻 的顶点全体构成的集

合 呎 Ｕ ！ ）上为常数． 于是 ， 对于任意 的 ｙ 、

ｚ６若 ；ｒ 、
ｚ 之间有长度为 ２ 的路径 （ 即有

一个顶点与它们均相邻 ） ， 则 ／？（ ｙ ）
＝人 Ｕ ）

．

进而 ， 若 ：
之间有长度为偶数 的路径 ， 则

由于 Ｃ 是连通 的非二部图 ，

Ｇ 中存在奇

圈 ，任意两点之间均有长度为偶数的迹 ， 因

此 ， 九 在 ＾ 上取值为常值 ？

本题的得分情况如表 ４ ．

表 ４

得分 ２ １ １ ８ １ ５ １ ２ ９ ６ ３ ０

人数 ３ ３５ ３ １ １ ５ １ ２ １ ２ １ ９ ５０ ８ １

本题平均分是 １ ５ ． ０ 分 ， 是
一道简单题 ，

平均分完全符合预期 ． 考场上考生给 出 的解

法很多 ， 除文 ［
１

］ 中 的两种及此方法外 ， 还可

以考虑２ ＾ （
ｅ

） （ ｇ ｌｎ （
ｅ

） 是边 ｅ 的两个端点
ｅ ：^ Ｅ

属于 八 的个数 ） 这样的半不变量 ，
也有用

线性代数的方法．

获得银牌的考生平均分超过 １ ７ 分 ， 比获

得金牌的考生平均分低差不多 ３ 分 ， 但 比获

得铜牌的考生平均分 （
４ ．０ 分 ）要高 出不少 ．

５ 第五题

本题是一道并不 困难的几何题 ， 考查考

生在义务教育阶段对于课本中描述的尺规作

图基本规则的掌握和对基本几何图形的想象

与理解． 和第一 、
二题一样 ， 本题所涉及的所

有知识点均在 中学教材里 ．

阅卷中并没有 出现五花八 门 的 作 图方

法． 作图方法 １
、
２ 见文 ［

１
］ ， 另有

一部分同学

的作图方法类似下面两种 ．

一种是按一维几何对象的出现次序编号 ：

（
１

）记所给的两点为 以 为 圆

心 、

＝ １ 为半径作圆 ；

（
２

） 作直线 ，与圆的第二个交存为 尽 ；

（
３

） 以 ＆ 为 圆心 、 为半径作 圆 ， 与

直线的第二个交点为 ￥ ， 与 （
１

） 中 的 圆交于

两点 ｃ
；

、
ｃ

； ；

（
４

） 以 珥 为 圆心 、

＝
３

） 为半径作

圆 ， 与直线的第二个交点为 “

（
５

） 以 ￥ 为 圆心ｙ ； （
＝

６
） 为半径作

圆 ， 与直线的第二个交点为 Ｋ ；

（
６

） 以 圮 为圆心 １ ２
） 为半径作

圆 ， 与直线的第二个交点为

（
７

） 作直线 Ｃ
；

Ｃ
； ，这是线段 的 中垂

线 ， 过 的 中点 Ｍ
＇

；

（
８

） 以 Ｍ
＇

为圆心 、
Ｍ

＇

ｆｉ
；（

＝
２２ ．５

） 为半径

作圆 ， 与 （
２

） 中 的直线的第二个交点为 ， ；

（
９

） 以 ， 为 圆 心 （
＝２

） 为半径作

圆 ， 与 （
８

） 中的 圆交于两点 弋 、
Ｚ

２ ；

（
１ ０

） 联结 １馬 ，其长度为

７ （
２ｘ ２２ ．５

）

２
－

２
２

＝
Ａ０２ １ ？

只要作 出半径为 ２２ ． ５ 的 圆 ， 再加两步

（ 以直径的一端为 圆心作半径为 ２ 的 圆 ， 再

联结两 圆交点和对径点 ） ， 就可 以得到满足

要求的直线和点 ．

另一种是按一维几何对象的出现次序编号 ：

（
１

）
￣

（
２

） 同上 ；

（
３

） 以 圪 为 圆心 、
／！＇ ，

（
＝２

） 为半径作

圆 ， 与直线的第二个交点为 民 ；

（
４

） 以 为 圆心ｙ ２ （
＝４

） 为半径作

圆 ， 与直线的第二个交点为 的 ；

（
５

） 以 ％ 为 圆心 、
／＾

＇

３

＇

（

＝８
） 为半径作

圆 ， 与直线的第二个交点为 ５
；
； ；

（
６

） 以 Ｓ
＇

！ 为圆心 、
＾４＇ ：

［ （
＝１ ６

） 为半径作



１ ２ 中 等 数 学

圆 ， 与直线的第二个交点为 珥 ；

（
７

） 以 珥 为圆心 （
＝１４

） 为半径作

圆 ， 与直线 的第二个交点为 巧 （ 与 Ａ 在 ￥

异侧 ） ；

（
８

） 以 民 为 圆 心 、 （
＝２

） 为半径作

圆 ， 与 （
３

） 中 的圆交于两点 Ａ 、仏 ；

（
９

） 作直线 仏込 ，这是线段 仏 ５
２ 的中垂

线 ，过 Ａ艮 的 中点 Ｍ ；

（
１ 〇

） 以 〇
１

为 圆 心 、
〇＇ 〗 （

＝ ４５
） 为半径

作 圆 ， 与 （
９

） 中 的直线 的第二个交点为 Ｃ
，

、

Ｇ
２ ， 则

Ｇ
ｌ

Ｍ ＝

＾Ｇ ｌ

０
２

ｌ
－ ０

Ｘ

Ｍ
２

＝ Ｖ４５
２
－

２
２

＝
／１０２ １ ．

除以上几种作法外 ，也有很多考生利用

２０２ １＝ ２０４８－ ２７＝
（

３ ２及 ）

２
－

（
３在 ）

２

给出如下作图方法 ．

按一维几何对象的 出现次序编号 ：

（
１

）
￣

（
３

） 同上 ；

（
４

） 以 ｆｉ
２ 为 圆 心 、

０
】

ｆｉ
２ （

＝３
） 为半径作

圆 ， 与直线的第二个交点为 Ａ ；

（
５

） 以 ｑ 为 圆 心 、
０＾ ２ （

＝
３

） 为半径作

圆 ， 与 （
４

） 中 的 圆交于两点 ／
＾ 、

／
， 与直线 的

第二个交点为 ＜ ；

（
６

） 作直线 Ｆ
，

Ｆ
２ ，这是线段 ０＇ ２ 的 中垂

线 ，过 〇＇ ２ 的中点 Ｍ
＂

；

（
７

） 以 Ｆ
３ 为 圆 心 、义心 （

＝ ７
） 为半径作

圆 ， 与直线的第二个交点为 ；

（
８

） 以 ／ｒ为 圆心 、 （
＝１ ６

） 为半径作

圆 ，记与 （
２

） 中直线的一个交点为 ＆ ， 与 （
６

）

中直线的一个交点为 Ａ ；

（
９

） 以 ６ 为圆心 、
尺＇２ （

＝１ ６及 ） 为半径

作圆 ， 与 （
２

） 中直线交于两点 况 、
ｉＶ

２ ，则

Ｎ
｛

Ｎ
２
＝ ２Ｍ

＂

Ｎ
２
＝ ２

＾Ｆ Ｘ

Ｎ
＼
－ Ｆ

Ｘ

Ｍ
＂２

＝ ２

Ｊ
（

１ ６ Ｖ５ ）

２

＝
／ＴＷＡ ．

值得一提的是 ，考试结束后 ，
互联网上出

现了 只 用 到 ８ 个一 维几何对象就能作 出

的 作 图 方 法 ， 基 本 的 想 法 是 利 用

２０２ １＝ ４６
２
－

（
１ ２

２
－

７
２

）
．

又可证明用 ６ 个一维几何对象最多只能

得到长度为 ３２ 的线段 ， 于是 ， 作 出 ｖ＾Ｔ至

少要用 ７ 个一维几何对象 ．

由于本题的考查 内容在近年的数学竞赛

中并不常见 ， 于是评分标准订得较为宽松 ． 对

于考生因为各种原因漏数的步骤 ， 主试委员

会都逐一补齐 ， 按最后实际 出 现的
一维几何

对象总数给分 ： 总数 １ １ 个的作法 ，得 ９ 分 ； 总

数 １ ２ 个的作法 ， 给 ６ 分 ；
总数 １ ３

—

１ ５ 个的作

法 ， 给 ３ 分．

本题的得分情况如表 ５ ．

表 ５

得分 ２ １ １ ８ １ ５ １ ２ ９ ６ ３ ０

人数 ３ ７ ６ ２ １ ０ ６２ ３ ３ ３４ ４７

本题平均分是 １ ５ ．８ 分 ， 但在获得金 、银

牌的考生中 ，平均分都 比第四题略低 ， 而获得

铜牌的考生此题的平均分接近 １
 ，

〇 分 ．

整体上讲 ，本题的答题情况要好于预期 ，

反映了大多数考生对于平面几何中尺规作图

的基本操作掌握得还是不错的 ． 但从答题的

卷面来看 ，还是有
一部分考生对于如何使用

圆规这样写在教材里的基本操作并不理解 ．

在 历 史 上
， 法 国 的 它ｍ ｉ ｌｅＬｅｍｏ ｉｎｅ

（
１ ８４０
—

１ ９ １ ２
，
工程师 、 （ 业余 ） 数学 家 （ 几

何学家 ） 、 （ 业 余 ） 音 乐 家 ， 平 面 几 何 中 的

Ｌｅｍｏ ｉｎｅ 点与 Ｌｅｍｏ ｉｎｅ 圆是 以他的名字命名

的 ） 于 １ ８９ ３ 年出版 了一本书 《几何作 图 的艺

术 》 ，其 中列举 了把一些几何作 图方法分解

成若干种基本操作后 ， 每种操作需要进行的

次数 ．

几何作图问题在数学中 的历史地位是不

言而 喻 的 ． １ ９４ １ 年 ， 法 国 的 ＨｅｎｒｉＬｅｂｅｓｇｕｅ

（
１ ８７５
—

１ ９４ １
，法国数学家 ， 现代积分理论的

创始人 ． 在 １ ９４ １ 年的课程教学 中 ， 他从几何

作图讲到相应 的代数问题 （ 某些实数的无理
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性 、超越性 ） ， 最后讲到代数 曲线上 的有理

点 ） 主讲的最后一 门课的主题就是
“

几何构

造
”

 ？

若在题面中增加寻找 ９ 步完成的作图方

法 ， 则最后的结果有很大可能会是大多数考

生少得几分 ． 在假设其他题得分不变 的情况

下 （ 理论上说 ， 做这样的改动 ， 会影响到一部

分考生第六题的得分 ） ， 对于各分数线基本

上会是一个简单的平移 ， 对于考生排名 的影

响也会非常小．

６ 第六题

本题是 Ｆ
３
上的二项式问题 ，

主要思路是

使用〇
＋

＞

？

）

３

＋
／（

ｍｏｄ３
） 将每个多项式

化简 ． 在该过程中 ， 若 ｍ
－

ａ 在三进制下的

同
一位数码分别是 １

、
２

， 式子就会影 响其他

的数位 ， 而其他的情况则不会互相影响 ．

于是 ， 第一问要选择 ｎ 使得这种情况不

出现 ；而第二问要选择合适 的 ａ
， 使得 即便出

现了这种较为混乱的情况也不影响处理． 加

强归纳的方法 （ 第二问 的文 ［
１
］ 证法 １

） 便是

出 自 这个思路．

另外 ， 第一问 中 的 ｎ 可 以用如下方法猜

测 ：结合第二问 的结论 ， 知 Ｆ
（ 
ｎ

）
＝
 ，故展

开式 中应最多有＾ １项的系数不是 ３ 的倍

数 ． 于是 在三进制表达下 ） 必是一个

比较有规律的数 ． 由 此 ， 结合 ｎ 模 ３ 余 １
， 就

能猜出 ｎ 应 当是某个有规律 的数减去 ２
， 即

类似
Ｙ

－ ２
、
２ｘ ３

＊
－ ２ ．

在考场上 ， 做 出 第一 问 的 考 生 达 到 了

１ ００ 多人 ， 其 中大部分考生 的作法基本上是

文 ［
１
］证法 １

， 少数考生的解答接近文 ［
１
］ 证

法 ２
； 做出第二问的考生不多 ，

且都使用的是

文 ［
１

］证法 １
， 没有使用文 ［

１
］ 证法 ２ 且完成

证明的考生．

本题的得分情况如表 ６ ．

表 ６

得分 ２ １ １ ８ １ ５ １ ２ ９ ６ ３ ０

人数 １ ４ ２ １ ３ ８ ６９ １ ４ ３４ ３ ８ ３

本题平均分是 ２ ．９ 分 ， 比第三题难
一些．

进入集训 队 的考生本题的平均得分接近 １ １

分 ， 而没有进人集训 队但获得金牌的考生这

道题的平均分不到 ５ 分．

在本题的 阅卷过程 中 ， 注意到 回答第一

问时 ， 有不少考生发现了 知 ＋ ４ 的情况可 以

化归到 《 的情况 ， 但是却没有考虑到 ｎ 必模

３ 余 １
， 不等式才能成立 ，从而 ，错误地认为所

有模 ３ 余 １ 的数 ｎ 均满足题 目 结论 ． 事实上 ，

只需要验证到 ｎ＝１ ０
， 就可以发现并非如此．

无独有偶 ，在第二问 中也有部分考生试图先

取定 ａ
，并使用数学归纳法来证明 ， 但在归纳

时都没有 去验证归 纳基础 ， 出 现 了 严重 的

失误 ． 例如 ， 认为 ／ （
４

，

２
） ＾

＝１
， 事实上

／（
４

，

２
） 

＝
２ ．

从第 四 、 五题的得分情况可以推断出 ， 能

在第六题上做出实质性内容的考生应该不会

花费太多时间在第 四 、 五题上 ． 换句话说 ， 考

生是有足够的时间来完成第六题的 ， 但 出现

失误表明部分考生对于数学归纳法学得并不

扎实 ， 用得也不规范 ．

７ 成绩结果分析

７ ．１ 得分分布

今年参加决赛的考生人数比去年有大幅

增加 ， 总数为 ５５６ 人 ， 整张考卷 （ 满分 １ ２６ 分 ）

的平均分 ｍ
＝ ６６ ．５

，标准差 〇
■

＝ ２５ ．０ ．

在区间 ［
ｍ

－

ｃｒ
，
ｍ＋（７

］ 范 围 内 的考生

３ ８４ 人 （ 正态分布值 ３７９ 人 ） ； 在 区 间 ［
ｍ

－

范 围 内 的考生 ５ ３２ 人 （ 正态分布

值 ５ ３０ 人 ） ， 图 １ 为本届试题得分分布情况．



１ ４ 中 等 数 学

得 分

——实际人数 正态分布

图 １

本次试题在一定程度上兼顾了选拔性与

普及性． 再加上考试推迟了 四周 ，考生准备时

间有所增加 ，平均得分较最近几届有所提高 ，

最终的得分分布主试委员会认为是 比较合

理的 ．

７ ． ２ 分数线

７ ．２ ．１ 银牌

银牌的获奖人数理论上是全体考生 的

４０％
，实发 ２２９ 人 ， 占 比 ４ １ ． ２％ ，银牌线为 ５ １

分 （银牌线理论值 （ 全体考生得分的第 ３０ 百

分位值 ） 按正态分布应在 区 间 ［
ｍ５ ３ ｃｒ

，

〇１
－

０ ． ５ ２〇
＂

］

＝
［
５ ３ ． ２

，

５ ３ ＿ ５
］ 中 ）

．

在银牌线 ± ２ １ 分 （ 即 ［
３０

，

７２
］ 分 ） 的范围

内 ，考生总分与＃Ｍ得分的统计相先系＿喊 ７ ．

表 ７

题号 一 二 三 四 五 六

与总分的

相关系数
０ ．２２ ０ ．３ ８ ０ ．１ ７ ０ ． ６ １ ０ ． ２５ ０ ．１ ９

７ ．２ ．２ 金牌

金牌的获奖人数理论上是全体考生 的

３０％
，实发 １ ８３ 人 ， 占 比 ３ ２ ． ９％

， 金牌线为 ８ １

分 （ 金牌线理论值 （ 全体考生得分的第 ７０ 百

分位值 ） 按正态分布应在 区 间 ［
ｍ＋０ ． ５ ２ （７

，

ｍ ＋ ０ ． ５ ３ （７
］
＝

［
７９ ．５

，

７９ ．８
］ 中 ）

．

在金牌线 ± ２ １ 分 （ 即 ［
６０

，

１〇２
］ 分 ） 的范围

内 ，考生总分与各题得分的统计相关系徹口表 ８ ．

表 ８

题号 一 二 三 四 五 六

与总分的

相关系数
０ ．０９ ０ ．５ ５ ０ ．４５ ０ ．２４ ０ ．２７ ０ ．４２

７ ． ２ ． ３ 中 国 国 家集训 队

由于 中 国 国家集训 队 的人数是 固定的

６０ 人 ， 因此参赛考生越多 ， 竞争就越激烈 ．

２０２２ 年中 国 国家集训队线的理论值 （ 全体考

生得分的第 ８９ 百分位值 ） 按正态分布应在区

间 ［
ｍ＋１ ．２３ ｃｒ

，

ｍ＋１ ． ２４ ｃｒ
］

＝
［

９７ ． ２７
，

９７ ． ５ ２
］

中 ， 与实际情况基本相符 ：进人集训队的最低

分是 ９６ 分 ．

（ 对于总分为 ９６ 分的同学 （共 １ ２

人 ） ， 根据赛前领队会议上公布的排序规则 ：

“

若总分相同 ， 则先对成绩加权计分 （ 加权总

分 ＝ 第一题得分 ＋ 第 四题得分 ＋
（ 第二题得

分 ＋ 第五题得分 ）
ｘ１ ．１＋

（ 第三题得分 ＋ 第

六题得分 ）
ｘ１ ． ２

） ，再以加权总分高的排在前

面 ． 若加权后分数仍然相同 ， 则再依次比较第

六题 、第三题 、第五题 、第二题 、第 四题 、第一

题的分数 ，分数高的排在前面 ．

”

本次 比赛实

际只用到 了
“

加权总分
”

排序和
“

第六题得

分
， ，

排序 ．

）

两天考试 ， 每一天 的第 ６０ 名均为 ５ １ 分

（ 第一天第 ４８￣ ６５ 名 均为 ５ １ 分 ， 第二天第

４２￣ ９７ 名均为 ５ １ 分 ）
． 进人国家集训队的 ６０

名考生两天得分的分布如表 ９ ．

表 ９

得分 ６３ ６０ ５ ７ ５４ ５ １ ４８ ４５ ４２ ３ ９

第一天 ２０ ９ ３ ８ ４ ６ ９ １ ０

第二天 １ ０ ３ ０ １ ３ ２０ １ ２ ９ ２

在集训队线 ±２ １ 分 （ 即 ［
７５

，

１ １ ７
］ 分 ） 的

范围 内 ，考生总分与各题得分的统计相关系

数如表 １ ０ ．

表 １０

题号 一 二 三 四 五 六

与总分的

相关系数
０ ． ０５ ０ ． ３９ ０ ． ６７ ０ ．１ ８ ０ ．１ ２ ０ ．４５
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