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Einleitung

Die Quantenmechanik ist seit ihrer Entdeckung Anfang des zwanzigsten Jahrhunderts ein etablier-
ter Teil der Physik geworden. Bis auf die Gravitation konnten alle fundamentalen physikalischen
Theorien erfolgreich quantisiert werden.

Die erste konsistente Behandlung der Quantenmechanik gelang im Operatorformalismus, der
auf Dirac [Dir1930] und von Neumann [vN1931] zuriickgeht. Physikalische Zusténde werden durch
Vektoren auf einem Hilbert-Raum reprisentiert und klassische Observablen entsprechen geméf
dem Korrespondenzprinzip [Wey1927] linearen Operatoren, die auf die Zusténde einwirken. Dieser
abrupte Wechsel von der klassischen zur quantisierten Theorie widerspricht allerdings der anschau-
lichen Vorstellung, daf sich die klassische Physik als Grenzfall der Quantenmechanik ergibt, wenn
das Plancksche Wirkungsquantum h = 27/ gegen Null strebt.

In der klassischen Theorie sind alle Observablen Funktionen auf dem Phasenraum, der als sym-
plektische Mannigfaltigkeit aufgefait werden kann. Die Deformationsquantisierung erlaubt einen
stetigen Ubergang zur Quantenmechanik, da sie auch die quantisierte Theorie auf dieser Mannig-
faltigkeit formuliert:

e Dem quantenmechanischen Operatorprodukt entspricht das (notwendigerweise nicht-kommu-
tative) Sternprodukt, das im Grenzfall i — 0 zur gewohnlichen punktweisen Multiplikation
der klassischen Physik wird. Den Ubergang zum Sternprodukt fiir # # 0 nennt man eine
Deformation, deren mathematisches Fundament von Gerstenhaber [Ger1964] gelegt wurde.

e Die quantenmechanischen Zusténde werden durch Wigner-Funktionen [Wigl932] beschrie-
ben, die in gewisser Hinsicht den Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktionen der statistischen
Mechanik entsprechen. Erwartungsgemifl gehen sie im klassischen Grenziibergang zu 6-
Funktionen iiber.

Groenewold [Gro1946] und Moyal [Moy1949] haben in den vierziger Jahren des letzten Jahrhun-
derts die ersten Ansétze zur Deformationsquantisierung geliefert. Im Jahr 1978 gelang es Bayen,
Flato, Frgnsdal, Lichnerowicz und Sternheimer [BFF11978a, BFF11978b] diese Theorie zu einer
eigenstédndigen Formulierung der Quantenmechanik zu vervollstdndigen.

Das Ziel dieser Arbeit besteht darin, die von Bayen et. al. diskutierte Deformationsquantisierung
so zu erweitern, dafl auch fermionische Freiheitsgrade beschrieben werden kénnen. Dies wird er-
reicht, indem man das herkémmliche Sternprodukt, das aus der Deformation eines kommutativen
Produkts resultiert, auf Grassmann-Variablen erweitert. Wahrend kommutative Variablen boso-
nischen Freiheitsgraden entsprechen, nehmen Grassmann-Variablen die Rolle der fermionischen
Freiheitsgrade ein.

Obwohl bereits in [BFFT1978b, siehe S. 123] die Mdglichkeit zur Deformation einer Grassmann-
Algebra erwihnt wurde und es einige abstrakte Diskussion neueren Datums gibt (siehe [Bor1996,
DF1998, BHW2000]), wurde die systematische Ausarbeitung physikalischer Anwendungen ver-
nachléssigt. In der vorliegenden Arbeit werden einige der in [HH2002a] behandelten Systeme wie-
der aufgegriffen und weitergefiihrt. Dariiber hinaus werden mégliche Darstellungen der Lorentz-
Gruppe in diesem Zusammenhang betrachtet, wobei die Ergebnisse verwendet werden, um die
Dirac-Theorie aus einem neuen Blickwinkel zu betrachten.

Es wird gezeigt, dal man die bosonische und die fermionische Quantenmechanik im Rahmen der
Deformationsquantisierung auf sehr dhnliche Weise formulieren kann. Beide Arten von Systemen
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kann man mit einer vereinheitlichten Theorie beschreiben, wobei auch ausfiihrlich auf den Aspekt
der Supersymmetrie eingegangen wird. Als physikalisches Beispiel dient das System eines geladenen
Teilchens im homogenen Magnetfeld.

In Zusammenarbeit mit P. Henselder und PD Dr. A. C. Hirshfeld ist ein Artikel [HHS2004] in
Vorbereitung, in den einige Aspekte dieser Arbeit eingehen werden.

Zum Verstéindnis dieser Arbeit werden keine Vorkenntnisse in der Deformationsquantisierung
verlangt. Der Formalismus wird ausfiihrlich hergeleitet und dessen Methoden an einigen Beispie-
len veranschaulicht, so dafl diese Arbeit auch eine Einfiihrung in dieses Thema bietet. Grund-
kenntnisse zum Hamilton- und Lagrange-Formalismus der klassischen Mechanik sowie der Hilbert-
Raumdarstellung der Quantenmechanik werden aber vorausgesetzt.

Diese Diplomarbeit ist in drei Teile gegliedert:

l. Bosonische Deformationsquantisierung

Der erste Teil dient zur Einfithrung in die Deformationsquantisierung, wobei die Definitionen
des Moyal-Produkts und der Wigner-Funktionen durch eine Diskussion der klassischen und der
Quantenmechanik motiviert werden. Es wird eine Bewegungsgleichung fiir die Wigner-Funktionen
hergeleitet, die eine autonome Formulierung der Quantenmechanik erméglicht. Basierend auf dieser
Gleichung wird die Spektraltheorie entwickelt.

Als Anwendungsbeispiel dient der harmonische Oszillator, an dem die Methoden der Deformati-
onsquantisierung demonstriert werden. Die Ergebnisse fiir den harmonischen Oszillator lassen sich
auf das System eines geladenen Teilchens im homogenen Magnetfeld iibertragen.

Il. Fermionische Deformationsquantisierung und Supersymmetrie

Basierend auf der Diskussion des ersten Teils wird hier die Deformationsquantisierung auf eine
Grassmann-Algebra iibertragen, wobei diese durch Deformation des antikommutativen Produkts
zu einer Clifford-Algebra wird. Es wird gezeigt, wie man die bosonische und die fermionische
Theorie in einem Formalismus vereinen kann. Auf dieser Basis 148t sich die Supersymmetrie quan-
tenmechanischer Systeme behandeln.

Die Resultate werden auf den fermionischen Oszillator angewendet, der sich mit dem bosoni-
schen Ostzillator auf diese Weise zu einem supersymmetrischen vereinen lifit. Es wird nochmals
das geladene Teilchen im homogenen Magnetfeld aufgegriffen, das jetzt im Rahmen der Deforma-
tionsquantisierung auf ein Teilchen mit Spin erweitert werden kann.

I1l. Gruppen und ihre Anwendungen

In diesem Teil wird eingehend die deformierte Grassmann-Algebra mit drei und vier Generatoren
studiert. Es wird gezeigt, wie damit die Rotations- und die Lorentz-Gruppe dargestellt werden
konnen.

Darauf aufbauend kann die Dirac-Theorie im Rahmen der Deformationsquantisierung formuliert
werden, wobei die zugehorigen Projektoren fiir ein freies Fermion bestimmt werden. Fiir den Fall
eines freien Teilchens im elektromagnetischen Feld wird die nicht-relativistische Naherung der
Hamilton-Funktion bestimmt.
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1. Einfithrung in die Deformationsquantisierung

In diesem Kapitel werden die Grundlagen der Deformationsquantisierung présentiert, auf die der
Rest dieser Arbeit basiert. Dabei wird in groben Ziigen der historischen Entwicklung gefolgt. Der
Aufbau dieses Kapitels wird im folgenden kurz zusammengefaf3t.

Eine kurze Wiederholung der klassischen Mechanik und der herkémmlichen Formulierung der
Quantenmechanik in den ersten beiden Abschnitten dient als Motivation der Deformationsquanti-
sierung, die einen stetigen Ubergang zwischen klassischer und quantenmechanischer Physik erlaubt.
Die im dritten Abschnitt definierte Wigner-Funktion entspricht in vieler Hinsicht der Dichtematrix
der Quantenmechanik.

Der vierte Abschnitt beantwortet die Frage, welches Produkt auf dem Phasenraum dem Opera-
torprodukt entspricht. Es handelt sich dabei um das Moyal-Produkt, dafl in dem darauffolgenden
Abschnitt als ein Sternprodukt klassifiziert wird.

Mit Hilfe des Moyal-Produkts wird im sechsten Abschnitt eine Bewegungsgleichung fiir die
Wigner-Funktion hergeleitet, die als Ersatz fiir die Schrodinger-Gleichung dienen kann. Damit
ist der Grundstein einer autonomen Theorie gelegt, die keinen Bezug mehr auf den Operatorfor-
malismus der Quantenmechanik nimmt.

Im siebten Abschnitt wird das Sternexponential diskutiert, welches von Bayen et al. [BFFT1978b]
in den Mittelpunkt der Spektraltheorie gestellt wird. In diesem Zugang werden physikalische
Zustdnde durch sogenannte Projektoren beschrieben, die gerade den Wigner-Funktionen entspre-
chen.

Der letzte Abschnitt dient schliellich der Interpretation der hier eingefiihrten Formulierung
der Quantenmechanik. Es wird gezeigt, wie man im Grenzfall A — 0 die klassische Mechanik
zuriickgewinnt, wodurch der stetige Ubergang zwischen der klassischen und quantisierten Physik
verdeutlicht wird.

Die hier diskutierten Grundlagen kommen in Kapitel 2 erstmalig zur Anwendung. Anhand des
harmonischen Oszillators werden dort die verschiedenen Rechentechniken demonstriert, um dem
Leser einen Einstieg in diesen Formalismus zu bieten.

1.1. Klassische Mechanik

Um die Relevanz der Poisson-Klammer darzustellen, beginnt dieses Kapitel mit einer kurzen
Einftihrung in die klassische Mechanik. Es wird ein eindimensionales System betrachtet, wobei
die Verallgemeinerung auf mehr als einer Raumkoordinate offensichtlich ist.

1.1.1. Bewegungsgleichungen

Im Lagrange-Formalismus bestimmt die Lagrange-Funktion L(q, ¢) die Bewegungsgleichungen fiir
das physikalische System mit der generalisierten Koordinaten ¢ und der generalisierten Geschwin-
digkeit ¢. Aus dem Hamilton-Prinzip 65 = 0 fiir die Wirkung
to
5= [ Llw.awla (1)
t1

ergibt sich die Euler-Lagrange-Gleichung %%—2 — ‘3—{; = 0. Im folgenden stellt ¢ die gewdhnliche
Ortskoordinate eines flachen Raums dar.
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Im Hamilton-Formalismus wird die Geschwindigkeit ¢ durch den kanonischen Impuls p = %2
ersetzt. Der Wechsel von der Lagrange-Funktion zur ¢- und p-abhéngigen Hamilton-Funktion H
Ip

wird durch die Legendre-Transformation H(q,p) = ¢p — L(q, p) vollzogen. Fiir 36 # 0 kann man
¢ als Funktion von ¢ und p angeben, so dafl wiederum das Hamilton-Prinzip angewendet werden
kann. Die Variation der Wirkung S = [ L(g,p) dt mit den Randbedingungen dq(t1) = dq(t2) = 0
liefert in diesem Fall

tz t2
OH OH OH OH
5S = 5§ 10p — —0q — —0p | dt = —(p+==)¢ i— —— ) dp)dt. (1.2
/<qp+q b dq 1 dp p) /< (p+ 3<J> Q+<q 317) p) (12)
t1 t

1

Da die Variationen dq und dp unabhéngig voneinander sind, liest man die Hamilton-Gleichungen

OH OH
= — d )= —— 1.
=%, W p 94 (1.3)
ab. Fiir die Zeitableitung einer dynamischen Groflen f(q, p;t) folgt daraus
df of. of. O9f of 0oH Of0H of
a _ 97 el (2L L - 1.4
at ~o0ql TP ot T \ogap Tapag) Tor (14)
was man mit der Definition der Poisson-Klammer
of 0g Of dg
Y Y9y 1.
auch in der Form if of
P H - 1.
Vo my Y (16)

angeben kann. Hierbei handelt es sich um die Liouville-Gleichung.
Die elementare Poisson-Klammer zwischen Ort und Impuls lautet

{¢,p} =1. (1.7)

Mit den Abkiirzungen 9, = % und 0, = % kann man die Poisson-Klammer (1.5) auch als

{f7g} = (GCIf) (apg) - (8Pf) (aqg) = f(é_qu - 510511)9 (1'8)

schreiben, wobei der Pfeil andeutet, in welche Richtung die Ableitung wirkt.

1.1.2. Die Poisson-Klammer

Im letzen Unterabschnitt wurde gezeigt, dal der Vektorraum der Funktionen f, g, h,... auf dem
Phasenraum neben dem kommutativen Produkt (fg)(¢,p) = f(g,p)g(q,p) noch die Poisson-
Klammer (1.5) als wichtige Verkniipfung besitzt. Wie man an Gleichung (1.6) sehen kann, bestimmt
die Poisson-Klammer mit der Hamilton-Funktion die Dynamik von Phasenraumfunktionen.

Aus Gleichung (1.5) folgt, daf die Poisson-Klammer die Eigenschaften

{fag} = _{g7f}’ (198‘)
{f,9hy = g{f.h}+{f.g}h (1.9b)
und {f7 {g?h}}+{ga {h?f}}+{hv{f,g}} =0 (19C)

besitzt. Die erste Gleichung zeigt die Antisymmetrie der Poisson-Klammer auf, die zweite wird
Leibnitz-Regel genannt und bei der dritten Gleichung handelt es sich um die Jacobi-Identitét.
Diese Gleichungen dienen auch zur allgemeinen Definition von Poisson-Mannigfaltigkeiten.
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Nun sei ein Phasenraum mit 2n Koordinaten betrachtet, wobei man die Koordinaten ¢; und p;
zu einem Vektor © = (q1,...,qn,P1s---,Pn) = (21,...,29,) zusammenfassen kann. In diesem Fall
1a83t sich die Poisson-Klammer (1.8) auch zu

n

{(f,9y=1 (Zéqi 3y — Dy, a;) g=Ff(Ha8)g  mit o= (? OI> (1.10)
i=1

verallgemeinern, wobei 0; fiir eine Ableitung nach x; steht und iiber doppelt vorkommende Indizes

summiert wird. Die Matrix a nennt man den Poisson-Tensor, in dem I eine n X n-Einheitsmatrix

reprasentiert.

Die Poisson-Klammer aus Gleichung (1.10) kann man auch in nicht-kanonischen Koordinaten
darstellen, wobei die Eintrige des Poisson-Tensors o dann von z abhéngen kénnen. Ein Pha-
senraum mit gerader Dimension bildet zusammen mit einem invertierbaren Poisson-Tensor eine
symplektische Mannigfaltigkeit, die im allgemeinen auch gekriimmt sein kann. Fiir eine flache Man-
nigfaltigkeit besagt das Theorem von Darbour, dafl es immer kanonische Koordinaten gibt, in denen
die o/ konstant sind. Nur dieser Fall wird hier betrachtet.

Die vorangegangene Diskussion basiert zum Teil auf dem zweiten Kapitel von [HH2002b], wo
eine Einfithrung zur Rolle der Poisson-Mannigfaltigkeiten in der klassischen Mechanik gegeben
wird. Mehr zu diesem Thema kann in [MR1994] gefunden werden.

1.2. Quantenmechanik

In diesem Abschnitt werden einige wesentliche Elemente der Quantenmechanik angegeben, auf
die spéter zuriickgegriffen wird. Ein Schwerpunkt liegt dabei auf dem Verhiltnis zur klassischen
Mechanik, da dies auch ein wichtiger Aspekt der Deformationsquantisierung ist. Es wird gezeigt,
wie man die quantenmechanische Bewegungsgleichung formal mit Hilfe des Zeitentwicklungsope-
rators l6sen kann. Aulerdem wird die Rolle der Dichtematrix in der Quantenmechanik diskutiert,
um spéter die Analogie zu den Wigner-Funktionen herausstellen zu kénnen, die in Abschnitt 1.3
eingefiihrt werden.

1.2.1. Korrespondenzprinzip

Im Operatorformalismus der Quantenmechanik entsprechen physikalische GréSen Operatoren!,

die auf Zustandsvektoren [¢)) eines Hilbert-Raums wirken. Die Zeitentwicklung der Zusténde wird
durch die Schridinger-Gleichung

. d A
i W) = H[4) (1.11)

beschrieben, wobei man den Hamilton-Operator H aus der Hamilton-Funktion H durch Ersetzen
der kanonische Variablen ¢ und p mit den entsprechenden Operatoren p bzw. ¢ erhilt, die die
kanonischen Kommutatorrelationen

[q,p] = 4p — pd = ih (1.12)

erfiillen. Dies nennt man dqs Korrespondenzprinzip.
Bei der Abbildung H +— H ist die Ordnung der Operatoren dadurch festgelegt, daff der Hamilton-
Operator hermitesch sein muf}, denn nur dann ist der Erwartungswert (¢| H |¢) eine reelle Zahl.

Diese Bedingung wird erfiillt durch die Weyl-Ordnung der Operatoren [Wey1927], die einer totalen
Symmetrisierung wie in

1, 1,0 o
pPq— 3 (p°G + pap + gp>)  bzw.  qp® — 3 (@9° + p*9) (1.13)

m folgenden werden Operatoren mit ~ gekennzeichnet.
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entspricht. Bezeichnet man die Abbildung von Phasenraumfunktionen auf entsprechende Opera-
toren mit g, so mufl daher die Gleichung

(o) = olf) (1.14)

gelten, wobei f die komplex konjugierte Grofie zu f ist und [o( f)]T der hermitesch adjungierte
Operator zu f = o(f). Basierend auf der Darstellung von f(g,p) als Fourier-Integral

flg,p) = /da dr f(U,T) eiloatTp)/h (1.15)

wird die Weyl-Abbildung
owei() = [ do dr (o) o (1.16)

definiert, indem man ¢ und p in (1.15) durch die entsprechenden Operatoren ersetzt. Aus dieser
Definition folgt

e LS (O anrom -
O (4"") sz( Jorai = > ()i (117)
r=0

so dafl die Bedingung (1.14) fiir f = ¢"p™ erfiillt ist [HOSW1984, S. 134]. Mehr zu diesem Thema
kann in [AW1970c, AW1970b, AW1970a] gefunden werden.

1.2.2. Erwartungswerte

Im Gegensatz zur klassischen Mechanik ist das Ergebnis der Messung in der Quantenmechamk nicht
mehr eindeutig bestimmt, sondern kann im gewissen MaB um den Erwartungswert (f) = (4| f [¢)
variieren, wobei dieser aber im Grenzfall A — 0 mit der klassischen Vorhersage tibereinstimmen
muf.

Fiir die Zeitentwicklung des Erwartungswerts folgt aus der Schrodinger-Gleichung (1.11)

(i(f):ilh<[f,ﬁ]>+<?;>. (1.18)

Der Vergleich dieser Gleichung mit (1.6) zeigt, dafl die Poisson-Klammer der klassischen Mecha-
nik in der Quantenmechanik der Kommutator-Klammer multipliziert mit 1/i%i entspricht. Die
Ahnlichkeit dieser beiden mathematischen Strukturen wird auch durch die Gegeniiberstellung von
(1.7) mit (1.12) klar. Dartiber hinaus gelten fiir den Kommutator analoge Regeln zu (1.9).

Im Grenzfall A — 0 muf die Zeitentwicklung fiir den Erwartungswert eines Operators (1.18) die
klassische Bewegungsgleichung fiir die entsprechende Phasenraumfunktion (1.6) liefern?, so daf§
(If,4])/ih im Grenzfall i — 0 in die Poisson-Klammer {f, g} iibergehen mu8.

1.2.3. Zeitentwicklung und Heisenberg-Darstellung

Die bisherige Diskussion beruhte auf dem Schrédinger-Bild, in dem die Zustédnde |[¢) = |[,t)
zeitabhéingig sind, wohingegen die Operatoren zeitlich konstant sind. Mit dem Zeitentwicklungs-
operator U (t), der durch die Gleichung

W, t) = U(t) |1,0) (1.19)

definiert ist, kann die Situation umgedreht werden. Geméfl der Schrédinger-Gleichung (1.11) muf

er Losung der Gleichung
d -~ PN
’LFL£U( )y=HU(t) (1.20)

2Dies ist auch als Ehrenfestsches Theorem bekannt.
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sein. Man definiert |¢),; = [¢,0) als Darstellung des zu [¢,t) korrespondierenden Zustands im
Heisenberg-Bild. Gleichung (1.20) wird formal gelést durch

Ut) = Texp (; /Ot dt’ﬁ(t')) , (1.21)

wobei T den Zeitordnungsoperator reprisentiert.
Da es sich bei dem Erwartungswert um eine physikalisch beobachtbare Gréfle handelt, mufl
dieser unveridndert bleiben, so daff Operatoren geméifl der Gleichung

fa=U0fU@®) mit U@)=0"@1) (1.22)

von der Zeit abhéngen miissen, wie die Gleichung (v, ¢| flut) = e fu |Y) jy zeigt. Durch Ablei-
ten von (1.22) zeigt man, dafl die Zeitabhingigkeit der Operatoren im Heisenberg-Bild auch durch
die Differentialgleichung

d - 1, =~ Ofn

el SR J2 ]

g/t = gl =
bestimmt wird. Man beachte die Ahnlichkeit dieser Gleichung zu (1.18).

Wenn man Quantenmechanik auf dem Phasenraum beschreiben will, stellic sich nun die Frage,

ob man dort eine Klammer definieren kann, die direkt dem Kommutator [ fa, QH] /il entspricht
und die im klassischen Grenzfall gerade in die Poisson-Klammer iibergeht. Diese Frage wird in
Abschnitt 1.4 beantwortet werden.

(1.23)

1.2.4. Der Spezialfall eines zeitunabhangigen Hamilton-Operators

In diesem pnterabschnitt wird die Spezialisierung auf den Fall betrachtet, dal der Hamilton-
Operator H keine Funktion der Zeit ist. In diesem Fall kann die Schrodinger-Gleichung (1.11)
durch einen Separationsansatz gelost werden und mit

i |7/J>H =K |¢>H (124)

erhalt man } }
[, t) = e My 0) = e BV |y) (1.25)

Der Vergleich mit Gleichung (1.19) zeigt, daB man dann den Zeitentwicklungsoperator U(t) durch
Ug(t) = e "/ ersetzen kann.

Dieses Ergebnis kann auch auf anderem Wege bestimmt werden. Da H zeitunabhéngig ist, kann
man das Integral in (1.21) ausfiihrt, so dafi der Zeitentwicklungsoperator die Form

U(t) = e~tHt/n (1.26)
annimmt. L&Bt man diesen Operator geméaB Gleichung (1.24) auf |¢), wirken, dann geht U(t)
ebenfalls in die Funktion Ug(t) = e *F¥/" iiber.
1.2.5. Die Dichtematrix

Quantenzustinde kénnen auch durch die Dichtematriz p beschrieben werden, wobei der Erwar-
tungswert eines Operators f dann durch die Spur

(f)=tr (fp) (1.27)

gegeben ist und die Normierung tr p = 1 lautet. Im folgenden werden nur reine Zustédnde betrachtet,
so daf} die Dichtematrix in der Form p = |¢) (¢| angegeben werden kann und tr p = (|o)) = 1 der
iiblichen Normierung der Zusténde entspricht.
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Die Zeitabhéngigkeit der Zustéinde wird durch Gleichung (1.11) festgelegt, so dafl die Dichtema-
trix dementsprechend die Differentialgleichung

m%p(t) = [H,p(t)] (1.28)

erfiillen muf}, die Von-Neumann-Gleichung genannt wird.

Falls der Hamilton-Operator zeitunabhiingig ist, gilt Gleichung (1.25). Fiir die Dichtematrix p
folgt daraus, dafl auch die Schrodinger-Darstellung zeitunabhéngig ist, so dafl sie der Heisenberg-
Darstellung entspricht. Diese Tatsache 148t sich durch die Gleichung

p=10:t) (.t = [¥) g (Dly (1.29)

ausdriicken.
Aus Gleichung (1.24) folgt dann
Hp = pH = Ep, (1.30)

so daB (1.28) offensichtlich erfiillt ist. Falls H nicht von der Zeit abhéingt, kann die Dichte-Matrix
p daher als hermitesche Losung der Gleichung Hp = Ep definiert werden. Aus der Hermitezitét
von H folgt dann direkt, dafl p auch pH = Ep erfiillt.

1.3. Wigner-Funktionen

In diesem Abschnitt wird beschrieben, wie man mit einer bestimmten Art von Verteilungsfunktio-
nen im klassischen Phasenraum quantenmechanische Zusténde charakterisieren kann. Diese Funk-
tionen sind nach E.P. Wigner benannt, der sie bereits 1932 in [Wigl1932] definiert hat, wobei die
hier présentierte Behandlung dieses Themas auf dem aktuelleren Artikel [HOSW1984] basiert. Die
fiir diesen Text wesentlichen Ergebnisse werden weitestgehend ohne Beweis angegeben.

1.3.1. Abbildungsvorschrift von Operatoren zu Funktionen auf dem Phasenraum

Um Quantenmechanik auf dem Phasenraum formulieren zu kénnen, mufl man wissen, wie Operato-
ren auf Phasenraumfunktionen abzubilden sind. Die Funktion, die dem Operator f(§, p) entspricht,
ist durch die Vorschrift

fla,p) = /dy (q—y/2| flg+y/2) ePv/h (1.31)

definiert [HOSW1984, S. 128]. Dies wird gelegentlich Weyl-Korrespondenz genannt.

Aus der Gleichung (1.31) folgt offensichtlich, dafi dem adjungierten Operator fT die komplex
konjugierte Funktion f(g,p) entspricht. Daher ist f(q,p) reell, falls f hermitesch, und imaginr,
falls f antihermitesch ist. Die Umkehrschliisse sind jeweils ebenfalls giiltig. Man beachte, dafl in
Gleichung (1.31) gerade die Umkehrabbildung zu (1.16) dargestellt ist [HOSW1984, S. 134], die
daher mit Q\R,iyl( f) bezeichnet werden kann.

1.3.2. Definition der Wigner-Funktionen

Wegen des Unschérfeprinzips kann die Position und der Impuls eines Teilchens nicht gleichzeitig an-
gegeben werden, so daf} es auch keine echte Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion im Phasenraum
geben kann. Trotzdem haben sich Phasenraumfunktionen, die eine Ahnlichkeit mit Wahrschein-
lichkeitsverteilungsfunktionen aufweisen, als sehr niitzlich zur Beschreibung quantenmechanischer
Systeme erwiesen. Dariiber hinaus liefern sie eine tiefere Einsicht in das Verhéltnis von klassischer
und quantenmechanischer Physik.
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Die von Wigner in [Wig1932] eingefiihrte Verteilungsfunktion ist die nach (1.31) der Dichtematrix
p entsprechende Wigner-Funktion

r(¢,p) = / dy (g - y/2|pla +y/2) P/ (1.32)

Da p per Definition ein hermitescher Operator ist, mufl w(q, p) eine reelle Funktion sein. Im Fall
von reinen Zustinden [¢) gilt p = |¢) (|, so daBl die Wigner-Funktion

m(q,p) = /dy (g —y/2) (g +y/2) /" (1.33)

lautet. Im Schrodinger-Bild héngt 7(g, p) genau wie ¥(q) von der Zeit ab.
Wird Gleichung (1.32) iiber p integriert, so erhélt man

/ dp(q.p) = 2nh (g p |q) = 2rhl(q)]? (1.34)

und durch eine weitere Integration iiber ¢ folgt direkt
/dq dpr(q,p) = 2nhtr(p) = 2wh (1.35)

als Normierungsbedingung?®.

1.3.3. Produkte von Funktionen auf dem Phasenraum und Erwartungswerte

Im folgenden werden zwei Funktionen f und g betrachtet, die geméfi der Gleichung (1.31) den
beiden Operatoren f und g entsprechen. Man kann zeigen, dafl die Gleichung

/ dqdp £(q.p) 9(¢,p) = 2xhtx(f3), (1.36)

gilt. Das Phasenraumintegral des punktweisen Produkts zweier Funktionen entspricht also der Spur
des Operatorprodukts der zugehorigen Operatoren.

Es stellt sich die Frage, ob es ein Produkt auf dem Phasenraum gibt, das direkt dem Opera-
torprodukt entspricht, ohne dafl man das Integral bzw. die Spur bilden mu8. Diese Frage wird in
Abschnitt 1.4 wieder aufgegriffen.

Entscheidend fiir eine quantenmechanische Theorie ist es, Erwartungswerte von Observablen
angeben zu kénnen. Mit Gleichung (1.36) ist dies nun moglich, indem man g durch die Wigner-
Funktion 7 ersetzt:

[ dadp fla.0)w(a.p) = 2 o) = 27 ) (1.37
Diese Gleichung wurde urspriinglich 1932 von Wigner [Wig1932] aufgestellt, konnte aber erst 1949
von Moyal [Moy1949] in ihrer vollen Allgemeinheit bewiesen werden.
1.3.4. Eigenschaften der Wigner-Funktionen

Wenn 71(q,p) und ma(q,p) die Verteilungsfunktionen zu den reinen Zustédnden ©,(q) bzw. ¥5(q)
sind, dann folgt aus (1.37)

/ dgdpmi(q,p)ma(q.p) = 2rhte(py) (1) (b))
= 27Th<¢1|¢2><¢2|¢1>

_ m’ / dg () ¥ (q)

2
, (1.38)

3Es ist zu beachten, daff in [HOSW1984] die Normierung [ dpdg (g, p) = 1 benutzt wird. Daher tritt in (1.33) ein
anderer Vorfaktor als in Gleichung (2.2a) von [HOSW1984] auf.
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so da man fiir v, (q) = ¥4(q)

/dqdp [7(q.p)) = /dqdpfr(q,p) (1.39)

erhélt.

Sind ,(¢) und t,(g) hingegen orthogonale Zustinde, dann ergibt sich aus (1.38) die Glei-
chung [dgdpmi(q,p)m2(q,p) = 0. Daher mufl wenigstens eine der beiden Verteilungsfunktionen
an einigen Punkten des Phasenraums negativ sein, was eine direkte Interpretation als Wahrschein-
lichkeitsverteilungen verbietet.

Um mit den Wigner-Funktionen eine autonome Theorie der Quantenmechanik formulieren zu
konnen, bendtigt man noch eine Bewegungsgleichung fiir diese Funktionen. Diese wird in Abschnitt
1.6 nachgeliefert.

1.4. Das Moyal-Produkt

Gleichung (1.16) definiert die Weyl-Abbildung oy, die Phasenraumfunktionen bijektiv auf Ope-
ratoren abbildet. In diesem Abschnitt wird das Moyal-Produkt eingefiihrt, das unter dieser Abbil-
dung dem Operatorprodukt auf dem Hilbertraum entspricht.

Gleichung (1.36) stellt bereits eine Verbindung zwischen einem Produkt von Funktionen und dem
Produkt entsprechender Operatoren her. Das Moyal-Produkt verallgemeinert diese Beziehung zu
einem Isomorphismus.

1.4.1. Definition des Moyal-Produkts

Es wird verlangt, daf das Moyal-Produkt x unter der Weyl-Abbildung o, dem Operatorprodukt
der Quantenmechanik entspricht. Wie es in dem kommutativen Diagramm

frg——[fx*g
J/ gWeyl J gWeyl (1 40)
fv g - fg
verdeutlicht wird, ist oy, dann ein Isomorphismus von der Algebra der Phasenraumfunktionen

zusammen mit dem Moyal-Produkt zu der Operatoralgebra auf dem Hilbert-Raum.
Fiir einen zweidimensionalen Phasenraum mit den Koordinaten ¢ und p lautet das Moyal-

Produkt
(8,8, 8,8,) /2 X1 (il\* s 5 s sk
frg=fe g=f{> ol (840, — 0,0,)" | g- (1.41)
k=0 "
Es kann gezeigt werden, dafl dieses Produkt tatsichlich die Gleichung
QWeyl(f * g) = QWeyl(f) QWeyl(g) (142)

erfiillt. Ein Beispiel dafiir ist in Anhang A.1 zu finden.
Da Operatoren im allgemeinen nicht kommutieren, gilt dies auch fiir die beiden Faktoren eines
Moyal-Produkts. Der antisymmetrische Anteil definiert die Moyal-Klammer

[fo9l.=f*g—gxf, (1.43)

die dem Kommutator der Quantenmechanik entspricht. Gemafl der Diskussion aus Unterabschnitt
1.2.3 mufl dann das 1/ih-fache der Moyal-Klammer im Grenzfall 7 — 0 in die Poisson-Klammer
iibergehen. Tatséchlich erhélt man

1 o o - o
;liii,% ih [f: 9l = f(aqap - apaq)g ={f.9}, (1.44)

10
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wobei hier die Schreibweise der Poisson-Klammer aus Gleichung (1.8) auftritt.
Das Moyal-Produkt (1.41) kann auch auf einen 2n-dimensionalen Phasenraum erweitert werden:

n

i~ s = = =
f*g::fem)(ZE:QM@%—am@J>g. (1.45)

i=1

Obwohl in diesem Abschnitt nur das 2-dimensionale Moyal-Produkt behandelt wird, lassen sich
alle Regeln auch auf das Produkt (1.45) tibertragen.

Bemerkung: Das Moyal-Produkt tritt implizit bereits in [vN1931] auf und wurde in [Gro1946]
wiederentdeckt. Der auf diesem Produkt basierende Kommutator (1.43) geht auf Moyal [Moy1949]
zuriick. Fiir eine ausfiihrlichere Ubersicht der historischen Entwicklung sei auf den Anhang von
[Zac2002] verwiesen.

1.4.2. Einige elementare Eigenschaften

Wenn man Gleichung (1.42) hermitesch adjungiert und die Eigenschaft [oyey( f)r = Owey (f) aus
Gleichung (1.14) ausnutzt, dann ergibt sich

oweyt (F*9) = 0lvent (f * 9) = 0lyey1(9) Olvest () = 0wt (@) owent(F) = owent(@ = F),  (1.46)

so da das Moyal-Produkt die Gleichung

frg=gx*f (1.47)

erfiillt. Auf Grund dieser Eigenschaft nennt man das Moyal-Produkt hermitesch.

Da der Translationsoperator exp(yd,) angewendet auf f(q) eine Verschiebung des Funktionsar-
guments ¢ — ¢ + y bewirkt, ist es offensichtlich, dafl man das Moyal-Produkt (1.41) auch in den
Formen

ih ih ih ih -
fla,p)*g(q,p) = f(q + %8;7,19 - Z28q> 9(g,p) = f<q,p - l2<9q> g<q,p + 2&;) (1.48)

angeben kann, wobei die Ableitungen 9 und d nur auf f bzw. g wirken.
Auf Grund der Definition (1.43) ist die Moyal-Klammer offensichtlich antisymmetrisch:

[fral. =19, fl. (1.49a)

Durch Anwendung der Weyl-Abbildung auf die bekannte Operatoridentitit [, gh] = g[f, h]+[f, 9]k
folgt auerdem

[f,g*h], =g*[f hl, +[f gl,*h (1.49b)

Genau wie das Operatorprodukt ist das Moyal-Produkt assoziativ, was in Unterabschnitt 1.4.4
explizit bewiesen wird. Zusammen mit der Antisymmetrie (1.49a) erhélt man dann direkt die
Jacobi-Identitét

[f:1g, B, + [g: [0y f1), + [ [f5 9], = O (1.49¢)

Die letzte drei Gleichungen zeigen, dafl der Vektorraum der Funktionen auf dem Phasenraum mit
der Moyal-Klammer eine Lie-Algebra ist. Mit Hilfe von (1.44) kann man im Grenzfall 7 — 0 (bis
auf einige Faktoren) die Gleichungen (1.9) zuriickgewinnen.

11
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1.4.3. Integraldarstellung des Moyal-Produkts
Die Integraldarstellung des Moyal-Produkts

(f*9)(q,p) dg'dq" dp’dp" f(d',p")g(qd",p")

h2m2

X exp <Z.2h(p (@ =d")V+p (" —q)+p" (a—4d) )> : (1.50)

die zuerst in [Bak1958] angegeben wurde, erweist sich in der Praxis oft als einfacher zu berechnen
als die Reihenentwicklung (1.41). Wie in [Zac2000a] gezeigt wurde, erlaubt die letzte Gleichung eine
geometrische Interpretation des Moyal-Produkts, auf die im folgenden auszugsweise eingegangen
wird.

Im R? kann die orientierte Fliche eines Parallelogramms, das von x = (1, 22)” undy = (y1, y2
aufgespannt wird, mit Hilfe des symplektischen Produkts

)T

[ ™ Y1\ B T . (0 1
X/\y—<x2>/\<y2>—x1y2 Loy = %X Jy mit J_<_1 0> (1.51)
bestimmt werden. Fiir die Fliche A(x,x’,x") eines Dreiecks mit den Eckpunkten x = (g¢,p),
x' = (¢,p') und x" = (¢", p") folgt daher
24(x,x' X" = (X' = x) AN (x"—=x) =p(¢" =) +P (¢—4¢") +p" (d —q), (1.52)

so dafl man das Sternprodukt (1.50) auch als

1 4i
(fx9)(g,p) = 723 / dq'dq"dp’dp" f(¢',p")g(q",p") exp (hA(x, X’,X”)) (1.53)

schreiben kann.

1.4.4. Assoziativitat

Bildet man das Moyal-Produkt mit einer weiteren Funktion A, dann ergibt sich durch wiederholte
Anwendung von Gleichung (1.53)

(P )i @) = s [ A" dpa" (5 ) @D A" exp (G AGxx X))

1
g 4}147(4 /dq/dq”dql”dqdp/dp”dp///dﬁ f(q/7p/>g(qll,p”)h(ql”,p”/)
4
X exp (FLZ [Ax,x',x") + A(x,i,x’”)]) : (1.54)
Die Integration iiber ¢ und p liefert zwei J-Funktionen und man findet schliellich das Ergebnis

1
h2m2

[(f xg)*h](¢,p) = / dq'dq"dq" dp'dp" dp™ f (¢, p")g(d", ") (¢, p"")

47
<& (p o p/ +p// _ p///) 5 (q o q/ + q// _ q///) exp <hA(X/’ X//, X///)) ’ (1.55)

wobei die Details der Rechnung in Anhang A.2 zu finden sind. Die rechte Seite dieser Gleichung
nimmt keinen Bezug mehr auf die Klammerung der linken Seite, so dal damit die Assoziativitit
des Moyal-Produkts

(fxg)xh=fx(gxh)=fxgx*xh (1.56)

explizit bewiesen wére.
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1.5. Sternprodukte und c-Aquivalenz

1.4.5. Spureigenschaft des Phasenraumintegrals

Mit der Integraldarstellung des Sternprodukts kann man auflerdem auf einfachem Wege die Eigen-
schaft

/dqdpf*g:/dqdpfg:/dqdpg*f (1.57)

des Moyal-Produkts zeigen. Durch die Integration von Gleichung (1.53) iiber den gesamten Pha-
senraum gelangt man zu

ih
X /dqdp exp 3(q (" -p)+p(d—4")) (1.58)
h2m2 ih ’ ’

wobei sich die zweite Zeile auf das Produkt der beiden §-Funktionen d(p” — p’) und 6(¢' — ¢”)
reduziert, so dafl sofort das Ergebnis (1.57) folgt.
In (1.36) wurde bereits

2
/ dgdpf+g = / dq'dq"dp'dp” f(q',p")g(q", p") exp ((p’q” —p"q’))

/ dgdpfg=2mhtr(f3) mit  F=owen() wnd g = owen() (1.59)

angegeben, so daf§ sich zusammen mit (1.57) die Gleichung

/dq dpfxg= /dq dp fg = 2rhtr(f9) (1.60)

ergibt. Dies legt die Definition der Phasenraumspur

Tr(f) =t (owen() = 57 [ dadp s (1.61)

nahe. Obwohl das Sternprodukt nicht kommutativ ist, kann man die Faktoren innerhalb der Spur
Tr(...) vertauschen, wie (1.57) zeigt. Diese Gleichung wird im folgenden daher auch Spureigen-
schaft genannt.

1.5. Sternprodukte und c-Aquivalenz

Das in Abschnitt 1.4 angegebene Moyal-Produkt ist nur eine mogliche Variante des Sternprodukts,
das in diesem Abschnitt definiert werden soll. Die Grundlage dazu bietet der Vektorraum der
glatten, komplexwertigen Funktionen V' = C°°(M) auf einer symplektischen Mannigfaltigkeit M.
Die folgende Diskussion ist an Kapitel 3 von [HH2002b] angelehnt.

1.5.1. Definition des Sternprodukts

Das Sternprodukt x : V x V — V hat die allgemeine Form

o

frg="> (ih)*Cr(f,9), (1.62)

k=0

wobei es sich bei Cx(f,g) um Bidifferentialoperatoren® handelt, fiir die man

Co(f.9) = fg (1.63a)

Cl(frg)_cl(gvf) = {fag}7 (163b)

und > Gi(Ci(f.9).h) = Y Ci(£.Cj(g,h) (1.63c)
i+j=k itj=k

“Ein Bidifferentialoperator C(f, g) besteht aus Ableitungen der Funktionen f und g.
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1. Einfiihrung in die Deformationsquantisierung

verlangt.
Die erste Gleichung (1.63a) sorgt dafiir, daf§ das Sternprodukt im Grenzfall i — 0 in die punkt-
weise Multiplikation

lim (f +g) (z) = (fg) (z) = f(2) 9(2) (1.64)

iibergeht, wobei x wie in Unterabschnitt 1.1.2 fiir die Gesamtheit aller Phasenraumkoordinaten ¢;
und p; steht. Im Sinne von Gerstenhaber [Ger1964] kann man das Sternprodukt als eine Defor-
mation der punktweisen Multiplikation ansehen, wobei /i der Deformationsparameter ist. Aus der
zweiten Gleichung (1.63b) folgt

1
lim — = 1.
lim —(7,). = {f.9) (1.65)
und die dritte Gleichung (1.63c) gewihrleistet die Assoziativitéit des Sternprodukts:
(fxg)xh=fx(gxh). (1.66)

Der Koeffizient Cy(f, g) ist durch Gleichung (1.63a) bereits eindeutig definiert.

1.5.2. Zwei Beispiele
Eine mogliche Wahl fiir Cy(f, g), die die Bedingung (1.63b) erfiillt, ist offensichtlich

Cr(f.9) = 5 1.9} = 5 F(Bra¥ ), (1.67)

wobei hier die Darstellung der Poisson-Klammer aus Gleichung (1.10) Verwendung findet.

Wie in Abschnitt 1.1 erwdhnt wurde, kann man bei einer flachen Mannigfaltigkeit solche Ko-
ordinaten finden, in denen die Komponenten a®”’ des Poisson-Tensors Konstanten sind. In diesem
Fall erhélt man das Sternprodukt einfach durch Exponenzieren von C7, was zum Moyal-Produkt

Foarg = feihetdidi2 g (1.68)

fithrt. Um das Moyal-Produkt von anderen Sternprodukten unterscheiden zu kénnen, wurde es mit
einem Index M versehen.

Wie in Unterabschnitt 1.4.1 gezeigt wurde, entspricht das Moyal-Produkt der Weyl-Ordnung
von Operatoren. Dieses Produkt zeichnet sich dadurch gegeniiber anderen Sternprodukten aus,
daB es hermitesch (1.47) ist und die Spureigenschaft (1.57) besitzt.

Fiir den Phasenraum M = R? lautet C; in kanonischen Koordinaten

v(1,0) = 3 F (O~ B,00)o (1.69)
und daher nimmt das Moyal-Produkt die in Gleichung (1.41) angegebene Form
frmg= fem(gqu_gpgq)/?g (1.70)
an.
Die Definition des Sternprodukts durch die Gleichungen (1.62) und (1.63) ist nicht eindeutig.

Tatséchlich wird die Bedingung (1.63b) auch von

Ci(f,9) = f5q5p9 (1.71)

erfiillt, wobei man durch Exponenzieren zum sogenannten Standardprodukt

frsig=fcad g (1.72)
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1.6. Bewegungsgleichungen

gelangt.

Auch fiir das Standardprodukt gibt es ein kommutatives Diagramm (1.40), allerdings mufl man
Owey1 durch eine Abbildung ersetzen, die einer anderen Operatorordnung als der Weyl-Ordnung
(1.17) entspricht. Tatséchlich gilt

ose(f *n 9) = osi(f) esi(9)  mit o (d"p') = 4", (1.73)
wobei die durch gg, erzeugte Ordnung Standardordnung genannt wird. Darauf ist auch die Na-
mensgebung des Standardprodukts zuriickzufiihren.

1.5.3. c-Aquivalenz

Zwei Sternprodukte nennt man c-dquivalent, wenn es einen umkehrbaren Ubersetzungsoperator T'
gibt, so daf
T(f+ g) = (Tf)*(Tg) (1.74)

gilt. Der Operator T' muf} von der Form
o0
T=1+Y R (1.75)
k=1

sein, wobei es sich bei T, um Differentialoperatoren handelt.
Nach dieser Definition sind Moyal- und Standardprodukt zueinander dquivalent, denn es gilt

T(f st g) = (Tf)*ar (Tg)  mit T = e /2, (1.76)

Es ist bekannt, daB alle Sternprodukte fiir M = R?" c-dquivalent sind.

1.6. Bewegungsgleichungen

Es wurde bereits gezeigt, dal man mit Wigner-Funktionen Quantenzustinde auf dem Phasenraum
beschreiben kann. Um sich aber von der Formulierung der Quantenmechanik auf dem Hilbert-Raum
vollstandig 16sen zu konnen, mufl man noch eine Bewegungsgleichung fiir die Wigner-Funktionen
finden, die die Schrodinger-Gleichung (1.11) ersetzen kann. Es wird sich zeigen, dafl dazu das
Moyal-Produkt bzw. die Moyal-Klammer ein niitzliches Werkzeug ist.

1.6.1. Die Zeitabhangigkeit der Wigner-Funktion

Im Schrodinger-Bild héngt die Dichtematrix im allgemeinen von der Zeit ab und somit auch die
Wigner-Funktion (1.32). Mit Hilfe von (1.28) kann man eine Differentialgleichung herleiten, die die
Zeitabhéngigkeit der Wigner-Funktionen bestimmt. Fiir die Ableitung von (1.32) erhilt man

iﬁ%w(q,p; t) = / dy (q —y/2| [H(t), ()] la +y/2) €™/, (1.77)

wobei das Ziel nun darin besteht, die rechte Seite mit Hilfe von 7w auszudriicken.
Wie im Anhang A.3 gezeigt wird, kann man den ersten Term in

/ dy (g — /2 H(O)p(t) g+ y/2) ™" = H(q, pit) = n(q,p: ) (1.78)

umformen, wobei hier die Wigner-Funktion in der Form (1.33) auftritt. Da das Moyal-Produkt
hermitesch ist, folgt aus Gleichung (1.78) durch komplexe Konjugation direkt der zweiten Term
von (1.77):

/ dy (g — /2 () g + y/2) €7/ = n(q, i) = H(q, p:t). (1.79)
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1. Einfiihrung in die Deformationsquantisierung

Die gesuchte Bewegungsgleichung fiir die Wigner-Funktionen im Schrédinger-Bild lautet somit

%W(q,p;t) = % [H(q,p;t), 7(q,p;t)], - (1.80)

Auffallend ist die formale Ahnlichkeit dieser Gleichung zu (1.28), die Ausgangspunkt der Herleitung
war.

Bemerkung: Gleichung (1.80) kann man mit der Definition des Moyal-Produkts (1.41) zu

0 2 h,e 2 =
o @ pit) = Hlg,pit) o sin 5 (040p — 0p0q) m(q, 5 t) (1.81)
umformen. Mit dieser Gleichung konnte Moyal [Moy1949, Gl. (7.8)] bereits 1949 eine eigensténdige

Quantentheorie auf Basis der Wigner-Funktionen formulieren.

1.6.2. Eine Bewegungsgleichung fiir die Observablen
Wenn die Zeitentwicklungsfunktion U(t) analog zu U(t) in (1.20) durch die Differentialgleichung

o d
ih=U(t) = H(t)+ U(t) (1.82)

definiert wird, dann kann man die Losung 7 (t) = 7 (g, p; t) von Gleichung (1.80) formal in der Form
a(t)=U@)xmg«Ut) mit  Ut)=U"() (1.83)

angeben, wobei 7y = m(0) den Anfangszustand festlegt. Wihrend 7 (t) eine Wigner-Funktion in
der Schrodinger-Darstellung ist, entspricht 7y dem zugehérigen Zustand im Heisenberg-Bild.

Genau wie in der herkémmlichen Formulierung der Quantenmechanik, miissen auch hier die
Observablen im Heisenberg-Bild von der Zeit abhéngen. Die konkrete Form der Zeitabhéngigkeit
kann aus der Forderung gewonnen werden, dafl der Erwartungswert (1.37) nicht von der Darstellung
abhéngt. Mit den Gleichungen (1.56), (1.57) und (1.83) ergibt sich

[dadp sty = [dadnssnt) = [dadpU) < £ <0 < mu = [ dadp fumn, (150

wobei hier die Definition
Fu(t) = 0 £+ U1 (1.85)
benutzt wurde.
Leitet man Gleichung (1.86) nach der Zeit ab, dann folgt unter Verwendung von (1.82)

d
%fH = % [fH,I‘IL,< + —. (186)

Offensichtlich entsprechen (1.85) und (1.86) den Gleichungen (1.22) bzw. (1.23) fiir die Operato-
ren im Heisenberg-Bild. Im folgenden wird iiberwiegend die Heisenberg-Darstellung der Wigner-
Funktion verwendet und daher der Index H nicht mehr explizit erwéhnt.

Bemerkung: Wie die Rechnungen

%:%(q*H—H*q)zapH und %:%
zeigen, folgen die Hamilton-Gleichungen (1.3) aus der Bewegungsgleichung (1.86). Obwohl es sich
um hier um eine quantenmechanische Theorie handelt, ergibt sich fiir die Observablen ¢ und p
eine Zeitentwicklung, die man aus der klassischen Mechanik kennt. Dies gilt aber nicht fiir alle

Observablen f(q,p), da im allgemeinen
(f9)(t) # f(t) 9(t) (1.88)

(pxH—Hxp)=—0,H (1.87)

gilt®.
®siehe [BFFT1978b, S. 114f)
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1.7. Das Sternexponential

1.6.3. Die Sterneigenwertgleichung

Im folgenden wird eine Bestimmungsgleichung fiir die Wigner-Funktionen hergeleitet unter der
Annahme, dafl H nicht explizit von der Zeit abhéingt.

In diesem Fall wurde bereits in (1.29) gezeigt, dal p konstant ist. Auf Grund der Definition der
Wigner-Funktion (1.32) mufl das gleiche auch fiir 7(g,p) gelten und daher folgt aus der Differen-
tialgleichung (1.80)

H(q,p) * m(q,p) = 7(q,p) x H(gq,p)- (1.89)

Die linke Seite dieser Gleichung wurde bereits im vorhergehenden Unterkapitel bestimmt. Nach
Gleichung (1.78) gilt

H(g.) s n(a.0) = [ dy (a=u/2 Bpla+y/2) ™" (1.90)
so dafB aus (1.30) direkt die sogenannte Sterneigenwertgleichung (engl.: ,,x-genvalue equation®)

H(q,p)*n(q,p) = E7(q,p) (1.91)

folgt. Diese Gleichung geht auf Fairlie [Fai1964] zuriick.

Es wurde gezeigt, dafl die Wigner-Funktionen (1.32) im Fall einer zeitunabhingigen Hamilton-
Funktion die Gleichungen (1.89) und (1.91) erfiillen. Im folgenden wird gezeigt, daf8 tatséchlich
jede beliebige reelle Losung 7 (g, p) der Sterneigenwertgleichung auch der Gleichung (1.89) geniigt
und damit auch Losung von (1.80) ist.

Zunichst soll bewiesen werden, daf die Energie E in (1.91) eine reelle Zahl sein muf, wenn H
und 7 reell sind. Unter Verwendung von (1.57) folgt durch Integration der Gleichung (1.91)

/dqde(q,p)W(qvp) =FE /dqdpﬂ(q,p). (1.92)

Da beide Integrale reell sind, muf} dies auch fiir E gelten. Auf Grund der Hermitezitiat des Moyal-
Produkts (1.47) erhilt man mit der Gleichung (1.91)

H(q,p) xm(q,p) = E7(q,p) = E7(q,p) = H(q,p) * 7(q,p) = 7(q,p) * H(q,p), (1.93)

was gezeigt werden sollte.

Dariiber hinaus wird in [CFZ1998, s. Lemma 2] demonstriert, daf alle reellen Lésungen der Stern-
eigenwertgleichung in der Form einer Wigner-Funktion (1.33) geschrieben werden kénnen. Daher
kann die Sterneigenwertgleichung die Schrédinger-Gleichung (1.24) fiir zeitunabhingige Hamilton-
Funktionen ersetzen.

1.7. Das Sternexponential

In der Deformationsquantisierung kann man eine Spektraltheorie definieren, die der iiblichen For-
mulierung im Hilbert-Raum entspricht (siehe auch [Rom1975, Kap. 13.3c]). Die folgende Einfiih-
rung in dieses Thema basiert auf dem vierten Kapitel von [BFFT1978b].

1.7.1. Definition des Sternexponentials und Spektraltheorie

Fiir eine zeitunabhéngige Hamilton-Funktion H kann die Lésung der Gleichung (1.82) fiir U(0) = 1
als sogenanntes Sternerponential

o0 n

—i 1/t

U(t) = Exp (Ht) = ;"= 5"~ (h> H™  mit HY™=HsxHx..xH (1.94)
! S——

n=0 " ! n Faktoren
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1. Einfiihrung in die Deformationsquantisierung

angegeben werden. In [BFF11978b] wird die zentrale Rolle des Sternexponentials in der Spektral-
theorie betont. Es bestimmt durch die Fourier-Dirichlet-Entwicklung

Exp (Ht) ZW e~ iEt/h (1.95)

das Spektrum der Figenwerte E zur Hamilton-Funktion H, wobei im Fall eines kontinuierlichen
Spektrums die Summe in (1.95) durch eine Integration zu ersetzen ist. Die Funktion mg wird
[BFF*1978b] von nun an Projektor zum Eigenwert E genannt.

Setzt man die Fourier-Dirichlet-Entwicklung (1.95) in (1.82) ein, so zeigt die Rechnung

d
zhd Exp (Ht) ZEW e—iBt/h L = H * Exp (Ht) ZH*W e tBt/h (1.96)
E

durch Vergleich der Koeffizienten der Entwicklung, dafi die Projektoren die Sterneigenwertglei-
chung®
Hxnmgp=FErg (1.97)

erfiillen, die bereits in (1.91) aufgetreten ist. Da die beiden Faktoren des Produkts H * Exp (Ht)
offensichtlich vertauschen, erhilt man mit der Fourier-Dirichlet-Entwicklung (1.95) auerdem noch

Hxrgp=7gxH, (1.98)

was der Gleichung (1.89) entspricht.

1.7.2. Die Projektoren
Aus der letzten Gleichung von (1.96) folgt fiir ¢ =0

H=> Enp. (1.99)

Durch Einsetzen dieser Gleichung in (1.97) ergibt sich

H*'/TE:ZE/'/TE/*'R—E:EWEU (1100)
E/
so daf} offensichtlich
TR X TEg :5E,E’7TE (1.101)

gelten mufl. Zusammen mit der Vollstandigkeitsrelation

Y mp=1, (1.102)
E

die man fiir ¢ = 0 aus (1.95) erhilt, zeigt dies die Projektoreigenschaft der g und rechtfertigt
somit deren Bezeichnung.
Mit (1.98) folgt aus (1.97) durch komplexe Konjugation

Hx7p=E7p. (1.103)

Wenn 7 Losung der Gleichung (1.97) mit dem Eigenwert E ist, dann ist Tp = 75 eine Losung mit
Eigenwert E. In physikalisch sinnvollen Situationen ist E reell, so dal 7 und 7g identisch sind.
Daraus folgt, dal mg eine reelle Funktion ist. Wie aber bereits in Unterabschnitt 1.6.3 festgestellt

Die Sterneigenwertgleichung tritt in [BFFT1978b] nicht auf.
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1.7. Das Sternexponential

wurde, handelt es sind bei den reellen Losungen der Sterneigenwertgleichung (1.97) bzw. (1.91)
gerade um die Wigner-Funktionen.

Integriert man die Gleichung 7 g*mg = g unter Beriicksichtigung von (1.57) iiber den gesamten
Phasenraum, dann erhélt man (1.39) zuriick. Da diese nicht-lineare Gleichung die Normierung der
Wigner-Funktionen impliziert, sind auch die hier definierten Projektoren geméf

1
Tr(rp) = %/dqdpw]; =1, (1.104)

normiert, wobei hier die Definition der Phasenraumspur Tr(...) aus (1.61) Verwendung findet.

Damit ist die Zusammenfassung der Deformationsquantisierung weitgehend abgeschlossen. Zum
Vergleich mit dem Operatorformalismus werden in Tabelle 1.1 einige wesentliche Gleichungen ge-
geniibergestellt.

H Operatorformalismus ‘ Deformationsquantisierung
Adjungieren (fQ)T = gfft fxg = g=f

Bewegungsgleichung ih%,@(t) = [I:I(t),,f)(t)] ih%w(t) = [H(t),n(t)],

zettunabhdngige f[f) = FEp Hxw = Erx
Bewegungsgleichung mit pf = p mit T = 7

im Heisenbergbild % = %[fH,ﬁ] +aaif Z—]; = %[f,H]*Jr%
Erwartungswert <f> = tr (f,?)) (fy = Tr(fn) = /% T
Zeitentwicklung Ut) = e-ifit/h Ut) = e " = Exp (Ht)

Tabelle 1.1.: Vergleich der Operatorformulierung der Quantenmechanik und der Deformations-
quantisieren. Bei f = owey(f) und § = oweyi(g) handelt es sich um die zu f und
g korrespondierenden Operatoren.

1.7.3. Die Unscharferelation

Wenn sich ein System in einem Zustand befindet, der durch 7 (g, p) beschrieben wird, dann lautet
der Erwartungswert (f) der Observablen f(q,p) geméaf (1.37)

() =To(sm) = 515 [ dadp Fla.p)n(a.), (1.105)

Abhéngig von der Wahl der Schrodinger- oder Heisenberg-Darstellung kann entweder (g, p) oder
f(q,p) von der Zeit abhéingen. Fiir die folgende Herleitung der Unschérferelation dient der Artikel
[Zac2002] als Grundlage.

Obwohl der Projektor 7(g, p) negative Werte annehmen kann, gilt

(f*[)=0. (1.106)

Aus den Gleichungen 7 7 = 7 und © = 7 folgt namlich:

/dqdp (f =) W:/dqdp (f = F) (w*ﬂ):/dqdpﬁ*f*f*ﬂ:/dqdp | fI* > 0. (1.107)
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1. Einfiihrung in die Deformationsquantisierung

Hier wurden die Eigenschaften (1.47), (1.56) und (1.57) des Moyal-Produkts benutzt.
Im Anhang A.4 wird gezeigt, wie aus (1.106) die Heisenbergsche Unschérferelation

Agdpzl mit Ag=\la— @ wd Ap= T @) (1.108)

folgt.

1.8. Interpretation

In diesem Abschnitt wird die Interpretation des zuvor diskutieren Formalismus klargestellt und
die Verbindung zur klassischen Mechanik verdeutlicht. Als Grundlage dazu dient Abschnitt 2 (b)
aus [BFF11978b].

In der klassischen Mechanik {ibernehmen die Gréfien ¢ und p eine Doppelrolle:

e Einerseits stellen sie Elemente einer Poisson-Algebra mit {¢,p} = 1 dar und

e andererseits sind sie Losungen von Bewegungsgleichungen mit bestimmten Anfangsbedingun-
gen, d.h. sie bestimmen eine Trajektorie (¢, p) (¢) auf dem Phasenraum. Diese Funktionen
geben zu jedem Zeitpunkt genaue Vorhersagen fiir Messungen.

Um eine quantenmechanische Beschreibung zu ermoglichen, werden die Rollen in der Deforma-
tionsquantisierung neu verteilt:

Zustand: Ein physikalischer Zustand wird durch eine (zeitunabhingige) Wigner-Funktion x(q, p)
reprisentiert, die die Anfangsbedingungen angibt. Im Fall einer zeitunabhéngigen Hamilton-
Funktion sind die Wigner-Funktionen Losungen der Sterneigenwertgleichung (1.91)

H(q,p)*n(q,p) = En(q,p). (1.109)

Observable: Eine Observable f(q,p;t) ist eine glatte Funktion auf dem Phasenraum. Ihre Zeitab-
héngigkeit wird durch die Bewegungsgleichung (1.86)

S Hapt) = o a0, Bl + 5 Fla.p:) (1.110

7 |
bestimmt. Man beachte dabei, dafl es sich bei den Argumenten ¢ und p um die Koordinaten
eines beliebigen Punktes auf dem Phasenraum handelt und nicht um Funktionen, die eine
Trajektorie beschreiben.

MeBwert: Befindet sich ein System in einem Zustand, der durch die Wigner-Funktion (g, p)
beschrieben wird, dann liefert die Gleichung (1.105)

(e =Te(7) = 5o [ dadp fa.p0)n(a.) (1111)

den Erwartungswert fiir eine Messung der Observablen f zum Zeitpunkt ¢. Das tatséichliche
MeBergebnis unterliegt einer quantenmechanischen Unschérfe und kann daher vom Erwar-
tungswert abweichen.

Die Bewegungsgleichung (1.110) stellt eine Briicke zwischen der klassischen Mechanik und der
Formulierung der Quantenmechanik auf dem Hilbert-Raum dar, was in

a _
dt

of -0 df —_l[f,H]*Jrg oweyl dfy 1 [fr. H] +8£ (1.112)

WHY 50— &= @ ot g ot
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verdeutlicht wird.

Im Grenzfall i — 0 gelangt man daher von (1.110) zur klassischen Bewegungsgleichung. Da aber
die Observable f aus der Deformationsquantisierung keine Vorhersage fiir den Meflwert erlaubt,
kann sie nicht direkt mit einer klassischen Grofle verglichen werden. Es stellt sich daher die Frage,
auf welche Weise man im Grenzfall A~ — 0 die klassische Mechanik zuriickerhélt. Wie Gleichung
(1.111) zeigt, miissen die Wigner-Funktionen fiir den klassischen Grenzfall bestimmt werden, um
den Erwartungswert (f), angeben zu konnen.

Zunéchst wird die Verteilungsfunktion

7(q,p)
2

p(g,p) = mit /dq dpp(q,p) =1 (1.113)

definiert, wobei die letzte Gleichung aus (1.35) folgt. Fiir i = 0 erhélt man dann aus (1.109)

H(q,p) p(a.p) = E p(q, p). (1.114)

Die Losungen dieser Gleichung lautet

p(g,p)=06(¢—¢)é(p—p) mit E=H(,p), (1.115)

wobei ¢’ und p’ beliebige Zahlen sind”. Bei §(x) handelt es sich um die {ibliche Dirac-d-Distribution
mit [dz f(z)d(x — ') = f(a’), so daBl die Normierungsbedingung (1.113) offensichtlich erfiillt ist.
Als Beispiel sei nun die Observable f = ¢ fiir ein freies Teilchen mit H = p?/2m betrachtet. Nach
Gleichung (1.87) besitzt f = ¢ die gleiche Zeitentwicklung, die auch in der klassischen Mechanik

giiltig ist, d. h. )
a(t) =g+ —t. (1.116)

Im Spezialfall h = 0 wird das System durch die Verteilungsfunktion p aus Gleichung (1.115)
bestimmt, wobei ¢’ und p’ vorgegebene reelle Zahlen sind. Als Erwartungswert fiir die Observable
g zum Zeitpunkt ¢ erhilt man daher gem&f (1.111)

(@), = /dqdpq(t) p= /dqdp (q + %t) Sg—q)o(p—p)=q + %t. (1.117)

Daher entsprechen ¢’ und p’ den klassischen Anfangsbedingungen.
An diesem Beispiel werden zwei Tatsachen deutlich:

e Im klassischen Grenzfall kann man die Koordinaten des Phasenraums ¢, p mit den vorgege-
benen Zahlenwerten ¢/, p’ identifizieren, wie der Vergleich von (1.116) und (1.117) zeigt.

e Auflerdem ist (g), eine klassische Trajektorie, da die Messung fiir & = 0 keiner Unschérfe
unterliegt (siehe Unterabschnitt 1.7.3).

Letzteres wird auch daran deutlich, da} p bis auf einen Punkt im Phasenraum Null ist. Die
Mittelung in (1.117) ist praktisch keine und entspricht nur einem Einsetzen der Anfangswerte ¢’
und p'.

Somit kann man schliefflich feststellen, dafl die Deformationsquantisierung im klassischen Grenz-
fall die iibliche klassische Mechanik liefert.

"Man beachte, dafl H(q,p) eine Funktion auf dem Phasenraum ist, aber E = H(q',p’) fiir vorgegebene Wert von
¢’ und p’ eine konstante Zahl.
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2. Der harmonische Oszillator

Als erste Anwendung der Deformationsquantisierung soll der harmonische Oszillator dienen, der

durch die Hamilton-Funktion ) )

p mw= o

H=omt 21

charakterisiert wird. Da es sich um ein eindimensionales System handelt, hat das Moyal-Produkt
die in (1.41) angegebene Form.

Dieses Kapitel besteht aus zwei Teilen. Im ersten Abschnitt werden die Wigner-Funktionen

bestimmt und im zweiten deren Projektoreigenschaften.

(2.1)

2.1. Bestimmung der Wigner-Funktionen

Die Wigner-Funktionen und die dazugehorigen Energiewerte werden im folgenden auf vier ver-
schiedenen Wegen ermittelt:

1. Zuerst werden die Wigner-Funktionen mit Hilfe von Gleichung (1.33) aus den bekannten
Eigenzustdnden in der Ortsraumdarstellung berechnet,

2. dann werden sie als Losungen einer Differentialgleichung bestimmt, die man aus der Sternei-
genwertgleichung (1.91) erhilt,

3. danach wird die Sterneigenwertgleichung mit algebraischen Methoden gelost

4. und schlieflich bestimmt man die Projektoren iiber die Fourier-Dirichlet-Entwicklung (1.95)
des Sternexponentials (1.94).

Anhand des harmonischen Oszillators soll die Aquivalenz dieser vier Losungswege demonstriert
und die Methoden der Deformationsquantisierung an einem expliziten Beispiel illustriert werden.

Dariiber hinaus wird im vierten Losungsweg gezeigt, wie das umbrale Kalkiil im Sternprodukt-
formalismus sinnvoll angewendet werden kann. Dies legt die Vermutung nahe, dafl man dieses
Vorgehen auch fiir andere Problemstellungen bzw. andere Sternprodukte als das Moyal-Produkt
verallgemeinern kann. Obwohl die Verwendung des umbralen Kalkiils im Kontext der Deformati-
onsquantisierung noch nicht diskutiert wurde, wird dieser Punkt nicht weiter vertieft, da dies zu
weit vom Thema abweichen und auflerdem den Rahmen dieser Diplomarbeit sprengen wiirde.

2.1.1. Wigner-Funktionen aus den Ortsraumzustanden

Zuerst sollen die Wigner-Funktionen nach Gleichung (1.33)

mn(q,p) = 2 / dy (g + ), (g — y)e*rv/" (2.2)

bestimmt werden, wobei der Rechnung aus [HOSW1984, S. 143f.] gefolgt wird. Die bekannten
Eigenzustinde des harmonischen Oszillators kann man mit Hilfe der Hermite-Polynome [Weia|

Hy(z) = (—1)" e 9le " (2.3)

23



2. Der harmonische Oszillator

in der Form

a2 1/4 1 2.2 mw
— (= - —a*q?)2 : _
¥, (q) ( ) ST e H, (aq) mit @ (2.4)

angeben (siehe z. B. [LL1979, §23]).
Durch Einsetzen dieses Ausdrucks in die Wigner-Funktion (2.2) erhélt man

« ]. —a 2 . Y ;
(g, p) = 2%2"71' /dye *(a+y) ?H, (a(g+y)) e 2(q—y) 125, (alqg—1)) e2ipy/h
2 .
= g [y 0g + o) Hy (og - ay) e (082
ny/mn!
2(-1)"

—a?q? —(22—-2ipz/a
VT /dZHn(HOéQ)Hn(Z—aQ)e (% -2ipz/ah), (2.5)

Im letzten Schritt wurde z = ay definiert und die Relation H,(—xz) = (—1)" H,(z) benutzt.
Mit der Gleichung

/dz H,(z—a)Hy(z+a) e~ (7 -2bz) 2"ﬁn!e_b2Ln (2(a2 + b2)) (2.6)
aus [MF1953] ergibt sich
mu(g,p) = 2 (~1)" (TN L (2070 + 9 [0’1?), (2.7)

so dal man mit o?¢? + p?/a?h? = mwq?®/h + p? /mwh = 2H /hw das Ergebnis

Talgp) = 2(—1)" e 2H/M L, (‘;f) 2.8)

erhélt. Die Graphen fiir den Grundzustand sowie fiir die ersten drei angeregten Zusténde sind in
Abbildung 2.1 dargestellt.

2.1.2. Losung der Sterneigenwertgleichung als Differentialgleichung

Die Bestimmung der Wigner-Funktionen des harmonischen Oszillators als Losung der Sternei-
genwertgleichung (1.91) wurde zuerst von Fairlie in [Fail964] durchgefithrt. Die hier dargestellte
Losung ist aus [CFZ1998] entnommen.

Mit Hilfe der Shift-Darstellung (1.48) des Moyal-Produkts kann man die Sterneigenwertgleichung
(1.91) fiir den harmonischen Oszillator als Differentialgleichung

1 ih 2\ mw? ih =\

schreiben. Mit
ih =\ 2 B2 _ ih =\ 2 .
(p — 28q> =p? - Z@g — ihp0y und <q + 25'p> =q¢* - Z@i + ihq0, (2.10)

erhidlt man die zwei Gleichungen

1 G 2 G 2 1

fiir den Real- bzw. Imaginirteil von (2.9).
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2.1. Bestimmung der Wigner-Funktionen
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Abbildung 2.1.: Graphische Darstellungen der ersten vier Wigner-Funktionen des harmonischen

2 gewdhlt, so daf§

p? + ¢? gilt. Die Definition von 7, ist z. B. in Gleichung (2.8) zu finden. Die

Wigner-Funktion des Grundzustands ist die einzige, die keine negativen Werte

annimmt.

1 und w =

Ostzillators. Dabei wurde formal A = 1, 2m

H

Aus der letzten Gleichung folgt, dafl 7 nur von H bzw. von der dimensionslosen Variablen

(2.12)

2.11) mit

(

abhéingt. Daher kann man die erste Gleichung aus

(2.13)

un

Opm(x

O ()

)

x
als Differentialgleichung in = schreiben:

OpT

(2.14)

zr” + 7'+ (e—z)7m =0,

ek

2o

%(m—@z—waz)ﬂ':

fiir die erste bzw. zweite Ableitung nach x steht.

"

wobei 7/ und 7

e %p(x), dann folgt aus

)=

X

(

Wahlt man den Ansatz 7

)

l+$0)

_230

1

(o

=e

und

als Differentialgleichung

(2.14)

dafl

(2.15)

e—1)p=0

(

zp” + (1 —22) ' +

geschrieben werden kann.
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2. Der harmonische Oszillator

Gleichung (2.15) wird durch die Laguerre-Polynome L, (2z) gelést [Weib], wobei verlangt werden
muf, dafl n = (¢ — 1) /2 eine nicht-negative ganze Zahl ist. Die unnormierten Eigenfunktionen

(@) e TLa(28) o exp (%f) L, @ﬁ}[) (2.16)

haben daher die Energieeigenwerte
1
Die Normierung der Wigner-Funktionen wird im n#chsten Unterabschnitt vorgenommen.

2.1.3. Losung der Sterneigenwertgleichung mit algebraischen Methoden

Die hier beschriebene Herleitung ist an Kapitel 3 und 5 aus [DV2002] angelehnt.
Durch das Einfithren von holomorphen Variablen'

(mwq — ip) (2.18)

QA
Il

1
(mwq + ip) und

1
V2mw 2mw

kann die Hamilton-Funktion auf die Form H = waa gebracht werden. Mit dem transformierten
Moyal-Produkt

a =

frg=pldimdid)rz g (219)
kann man leicht die elementare Kommutatorrelation
[a,a], =axa—axa=h (2.20)
herleiten, aus der durch Rekursion die Gleichungen
[a,a"], = hna" ! und [a",a], = hna"! (2.21)

folgen?.
Mit der Definition der Besetzungszahlfunktion

St

N:d*azﬁa—§ (2.22)
gelangt man zur Hamilton-Funktion
_ h
H=wao=w N+§ , (2.23)
so daf} jede Losung von
Nxm=hnm (2.24)

mit reellem n auch eine Losung der Sterneigenwertgleichung (1.91) in der Form

Hxm, =E,m, (2.25)
ist. Die Funktion 7o proportional zu e~2%/% erfiillt die Gleichungen?®
h
a* Ty = amg + 58,3770 =0 (2.26)
!Siehe auch Kap. 5 in [HHH2002b].
2Man beachte, daB o™ = a™* gilt, so daB man unter Ausnutzung der Assoziativitit des Sternprodukts a™ * @ =

a" "' * (a * @) schreiben kann.

3In der Bestimmung von 7o wird wesentlich von der Rechnung aus Kapitel 4 aus [DV2002, Kap. 4] abgewichen.
Die hier dargestellte Herleitung ist deutlich kiirzer.
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2.1. Bestimmung der Wigner-Funktionen

und 16st somit (2.24) fiir n = 0.
Im folgenden wird bewiesen, daf alle weiteren Losungen durch

- 1
Bl

gegeben sind, wobei n ganzzahlig und positiv ist. Man beachte, dafl diese Definition gewéhrleistet,
daf alle 7, reelle Funktionen sind. Mit der Gleichung

1 _ 1 _
Tl [a,a"], xmo*xa"™ = =y a

Tn a xmxa” (2.27)

n—1

a* Ty, = *xmo*a” = Tp_1 *a, (2.28)

bei deren Herleitung zuerst (2.26) und dann (2.21) verwendet wurde, folgt direkt
N % T, =a*Tp_1 *a = hnm,, (2.29)

was zu zeigen war. Die Energiewerte E,, der Losungen 7, von (2.25) lauten daher
1
E, =hw <n + 2) . (2.30)

Um die Analogie der holomorphen Variablen @ und a zu den Erzeugungs- bzw. Vernichtungs-
operatoren zu verdeutlichen, sei noch auf die Giiltigkeit der beiden Gleichungen

axmpxa=hn+1)my und a*xTp*xa=hnm,_1 (2.31)

hingewiesen. Die erste Gleichung folgt direkt aus (2.29), wenn man n durch n + 1 ersetzt. Die
zweite Gleichung ergibt sich, indem man (2.28) vom rechts mit @ multipliziert, wobei die zweite
Kommutatorregel aus (2.21) zu beachten ist.

Schlieflich sind die Wigner-Funktionen noch entsprechend der Vorschrift aus Gleichung (1.35),
also

/dq dpmy, = 27h, (2.32)

zu normieren, wobei in der letzten Gleichung die Integration iiber den gesamten Phasenraum zu
erfolgen hat. Als erster Schritt wird gezeigt, dal bei normiertem 7y auch alle anderen Wigner-
Funktionen 7, die durch (2.27) definiert sind, der Gleichung (2.32) gehorchen.

Mit der Spureigenschaft (1.57) folgt aus Gleichung (2.29) fiir n > 1 die Rekursionsformel

N 1
/dqdpwn :/dqdp%*ﬂn: %/dqdpa*ﬂ'n*é:/dqdpwn_h (2.33)

aus der sich direkt die Behauptung ergibt. Es bleibt noch iibrig, den Normierungsfaktor von my o
e2aa/h — o—2H/hw ;) hestimmen. Der Rechnung

/dqdpeiQH/h“’ = (/ dpep2/hwm) . (/ dqem‘”q2/h> = Vrhwm -4/ h =rnh (2.34)
mw

entnimmt man durch Vergleich mit (1.35), daf§ die normierte Wigner-Funktion des Grundzustands
Ty = 2280/ — 9= 2H/hw (2.35)

lautet.

Zum Vergleich mit dem vorhergehenden Ergebnis (2.8) soll mit Hilfe von (2.35) und (2.27) eine
explizite Darstellung aller Losungen gefunden werden. Mit der Darstellung des Moyal-Produkts
(2.19) nimmt die Wigner-Funktionen aus (2.27) die Gestalt

2 _ h = " —92a /ﬁ h = "
" = — =9, aa — =03 2.
s oo <a 28 ) e <a 28 ) (2.36)
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2. Der harmonische Oszillator

an, wobei der ,Bopp-Shift* (1.48) verwendet wurde und daher alle hier auftretenden Ableitungen
nur auf e=2%/" wirken. Auf Grund der Beziehung —(%/2)0ze=2%/" = qe=23%/" kann die rechte
Klammer durch 2a ersetzt werden, womit man nach der Variablensubstitution x = 2aa/h = 2H /fuw

e <a_’iaa>”(<za>"e2&@/%)—(—1)"@(835—1)”@”6””) (2.37)

hnn! 2
erhélt. Die Rechnung
Ope”f(z) =" f(x) + €0, f(x) & (0:—1)e"=¢€"0, < (0,—1)"e"=¢"0) (2.38)

liefert eine Operatoridentitét, mit dessen Hilfe man die Wigner-Funktionen aus (2.37) in der Form

n e’ n n_—2x n _— 4H
schreiben kann, wobei hier wiederum die Rodrigues-Formel L,(z) = e%07 (z"e™") /n! fiir die

Laguerre-Polynome verwendet wurde.

2.1.4. Herleitung und Entwicklung des Sternexponentials

Abschliefend werden die Wigner-Funktionen 7, zur Hamilton-Funktion (2.1) iiber eine Fourier-
Dirichlet-Entwicklung (1.95) des Sternexponentials aus Gleichung (1.94) bestimmt.

Wie im vorangegangenen Unterabschnitt werden auch hier die holomorphen Koordinaten a und
a aus Gleichung (2.18) verwendet, so dafi die in Gleichung (2.19) auftretende Darstellung des
Moyal-Produkts relevant ist. Mit der Hamilton-Funktion aus (2.23) kann das Sternexponential in
der Form

S A NN o , °OH 2 wt
EXp(Ht):;_()k!(ih) H :kz_oy o mit y=-—= %aa und T—; (2.40)

angegeben werden, wobei die Aufgabe darin besteht, die Folge der y** zu bestimmen. Mit dem
Sternexponential in der Form (2.19) erhilt man aus der Rechnung fiir [ > 1

2 (_ h h 2 \' 1 (2 . h 2\
yry = - |a- 5&1 a+ 58(—1 o0 ) = g | a0 - a0q + 004 — 58(18,—1 700
9\ ! 15 9 \! 2 N\t 2 -1
(maa> pEsY 23 . 0a ( > =i <maa> +1 (maa> (2.41)

die Gleichung

(2.42)

l yl-l-l 4 l2yl_1 , fiir [ > 1
yry Y ,fir7 =0

Die Anfangsbedingung fiir die Folge 3"* lautet 3% = 1, so daB auf Grund von (2.42) auch alle
weiteren Folgeglieder Polynome in % sind. Da der Grad von y** gemif (2.42) bei jedem Rekursi-
onsschritt y*+t1)* = 4 % y¥* genau um eins erhdht wird, ist y** ein Polynom der Ordnung & und
kann daher in der Form y** = Zf:o Apy y! angegeben werden.

Mit der Anfangsbedingung und der Vorschrift (2.42) ist jedes Folgeelement y** eindeutig be-
stimmt, z.B. lauten die ersten sechs Glieder dieser Folge

1x 2%

=1, Yy =y, =241, (2.43a)
o= (y +4y) +y = y® + 5y, (2.43Db)
y* = (V*+99) +5(P+1) = v+ 147 +5 (2.43¢c)
und % = (y°+16y°) + 14 (v* +4y) +y = y° +30y° + 61y, (2.43d)
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2.1. Bestimmung der Wigner-Funktionen

wobei die Terme in den Klammern mit Hilfe der Gleichung (2.42) bestimmt wurden. Die Koeffizien-
ten Ay der Darstellung Y = Z;C:o Agy y! sind als Folge 4060058* in der ,,On-Line Encyclopedia
of Integer Sequences® von N. J. A. Sloane bekannt.

Im folgenden wird mit Methoden des umbralen Kalkiils [Rom1984] gezeigt, dafl (2.40) die Rei-
henentwicklung der Funktion (cos T)71 evtanT ist. Dazu werden zuerst die dafiir benétigten Defi-
nitionen und Sétze angegeben, die auch in [Weic| zu finden sind.

Gegeben sei ein Paar von analytischen Funktionen ¢(¢) und f(¢), deren Taylor-Entwicklung mit
einem Term proportional zu 1 bzw. ¢ anfingt. Durch die Entwicklung [Rom1984, S. 18]

1 e = . t*
g(f=(t)) kZ:O HW) (2.44)

wird eine Folge von Polynomen s (y) der Ordnung k definiert, die Sheffer-Polynome® zu (g(t), f(t))
genannt werden. Das einfachste Beispiel ist s;(y) = y* als Sheffer-Folge zu (1,1).
Die Sheffer-Polynome erfiillen die Rekursionsgleichung [Rom1984, S. 50]

g’(t)> 1

g(t) ) f'(t)

wobei der Ausdruck, der von ¢ abhéingt, zuerst als Polynom zu schreiben ist und anschlielend ¢
durch 9, = 8% ersetzt werden muf. Unabhéingig von g und f gilt so(y) = 1, was als Anfangsbe-
dingung fiir die Rekursion dient.

Da die Funktionen

sk(y), (2.45)
t=0y

Sks1(y) = <y -

g(t) = ﬁl—l—tQ =1- %tQ +0 (t4) und f(t) = arctant =t — %t?’ +0 (t5) (2.46)

die oben diskutierten Voraussetzungen erfiillen, ist die Funktion

[oo]

1 tk

1 —1 1
yf~H(t) — ytant _ ytant _ v 2.4
g7 T A D (247)

geméf (2.44) Erzeugende von Sheffer-Polynomen si(y), die durch die Gleichung (2.45) bestimmt
werden konnen. Mit den Ableitungen

Jgt) = —% (1 +t2)_% o = %g(t) und — f(t) = - itQ (2.48)
erhélt man die Rekursionsgleichung
i) = (vryi) (40| a0)
= (yA+¢)+1) |t:8y s5k(y)
= (y+ (ydy +1)8y)s(y). (2.49)
Aus der Rechnung
(yoy + 1) 0yyt =1 (y0y + 1)y =1y (1 —1) + 1) =12y (2.50)

“Diese Folge wurde von Dr. habil. Wolfdieter Lang (ITP Universitit Karlsruhe) angegeben, dem ich hier fiir den
freundlichen Kontakt per Email und den niitzlichen Hinweis auf das Buch von Steven Roman [Rom1984] danken
mochte.

5In der Literatur gibt es zum Teil abweichende Definitionen der Sheffer-Polynome. Sheffer selbst hat die Polynome
sn(z)/n! Folge vom A-Typ Null (,, A-type zero*) genannt und gelegentlich werden sie daher auch Sheffer-Folgen
genannt (siche Anmerkung auf Seite 19 von [Rom1984]). Fiir die Sheffer-Folgen wird hier den Definitionen aus
Romans Buch [Rom1984] gefolgt.
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2. Der harmonische Oszillator

fiir [ > 1 folgt die Gleichung

yl-i-l 4 l2yl—1 , fiir [ > 1

Y yfirl=0 7 (2.51)

(y+ (yoy +1)8y)y' = {
die von derselben Form wie (2.42) ist. Da auch das erste Folgeglied fiir [ = 0 iibereinstimmt, sind
die beiden Folgen y** und s (y) identisch. Daher handelt es sich bei y** um die Sheffer-Folge s (y)
zu den beiden Funktionen g und f aus (2.46). Durch Vergleich der Gleichungen (2.40) und (2.47)
folgt dann die Behauptung

1 vy 1 2 wt
Exp(Ht) = mey anT _ p— exp ( tan ) . (2.52)

Um aus dem Sternexponential Exp(Ht) die Wigner-Funktionen m,(a, a) zu gewinnen, mufl noch
eine Fourier-Dirichlet-Entwicklung geméfl (1.95) durchgefiihrt werden. Setzt man voraus, daf die
Energieniveaus F,, = fw (n + 1/2) aus Gleichung (2.30) bereits bekannt sind, dann ist die Fourier-
Dirichlet-Entwicklung von der Form

Exp (Ht) =Y mpe Fnt/h = 72N ()" (W) mit () = —e™',  (2.53)
n n=0

wobei sich das negative Vorzeichen von h(t) spéter als giinstig erweisen wird. Die trigonometrischen
Funktionen in Gleichung (2.52) kénnen in
t 1. t 1+h 2h
CcOS % = §€ZWt/2 (]_ — h) und itan % = 1_f7h = ]. + m (254)
umgeformt werden, so dafl sich das Sternexponential durch
et/ 2H 2h ; 1 4H h
Exp(Ht) = “—— (14 ) ) = et 292 /e _— — ) (255
Y === eXp( hw<+1—h>> ¢ ¢ =7\ wn=1) @5

ausdriicken 148t.
Der Vergleich mit Gleichung (2.44) zeigt, daf (1 —h)™'exp[zh/(h — 1)] die Erzeugende der

Sheffer-Polynome s,(z) zu
1 h
(9, f) = <1 1 1) (2.56)

ist, wobei es sich laut [Rom1984] und [Weib]® bei s,,(2)/n! gerade um die Laguerre-Polynome L, (z)
handelt. Daher ist die gesuchte Entwicklung

, > 4H
Exp(Ht) = e~ @2 " 0e 2H/op, (=) (h(t))" 2.57
xp(Ht) = e ; e n (7 ) (h(®) (2.57)
und durch einen Vergleich mit (2.53) liest man ab, dal die Wigner-Funktionen 7,, gerade
4H
n=2(=1)" e 2Hep, (= 2.58
mn=2(-1)" - (259)

lauten”. Das Ergebnis ist also identisch mit der normierten Losung der Sterneigenwertgleichung,
die bereits in Gleichung (2.8) bzw. (2.39) angegeben wurde. Nach Gleichung (1.102) gilt die Voll-
sténdigkeitsrelation y o2 7, = 1, was beweist, daB tatséichlich alle Wigner-Funktionen gefunden
wurden.

®Hier wird von der Definition aus [Rom1984, S. 108ff.] abgewichen und wie in [Weib] die iiblichere Normierung
L,(0) = 1 verwendet.

"Da man hier zwei verschiedene Sheffer-Entwicklungen der (im wesentlichen) gleichen Funktion macht, wire es
interessant zu klidren, ob man durch die Transfer-Formel (Roman, Seite 50fF., insb. Theorem 3.8.3) direkt von den
Sheffer-Polynomen y** zu den Projektoren , gelangen kann. Dieser Ansatz wird hier aber nicht weiter verfolgt.
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Die geschlossene Darstellung des Sternexponentials (2.52) und dessen Fourier-Dirichlet-Ent-
wicklung wurden bereits in Kapitel B. 6 von [BFFT1978b] angegeben, wobei die Herleitung al-
lerdings nicht vom umbralen Kalkiil Gebrauch macht.

2.2. Projektoreigenschaft der Wigner-Funktionen

In diesem Kapitel soll die Projektoreigenschaft (1.101) fiir die Wigner-Funktionen des harmoni-
schen Oszillators (2.27) gezeigt werden, so dafl die Giiltigkeit der Gleichung

1

—Nn
A i

o ’
Ty % Ty = xmoxa xa" xmoxa = Oy gy (2.59)

2
+ ¢ = waa (2.60)

mit Ty = 2¢2H /M und H = —

P2
2m
zu tiberpriifen ist.
Zuerst wird bewiesen, dafi Gleichung (2.59) gilt, wenn die Projektoreigenschaft fiir die Wigner-
Funktion des Grundzustands
o * T = T0Q (261)

zutrifft, wobei diese Herleitung Kapitel 7 aus [DV2002] entnommen ist. Dazu wird zuniichst das
Produkt a" = @, das zwischen den beiden 7 in (2.59) auftritt, umgeformt.
Die erste Gleichung aus (2.21) kann als

axad"=a"xa+hma" ' =a"" '« (@xa+hn)=a""' % (N + hn) (2.62)

geschrieben werden, so dal man durch m-fache Rekursion

n/

a"xa@” =a"" R a” " H (N"+37), (2.63)
j=n/—m+1

erhilt. Fiir m = min (n,n') miissen dann die zwei Félle

n/

a’ s [ (N+j), ,firn' >n

a"xa" = J=nimn (2.64)
a™ " % I (N + ), firn’ <n
j=1

unterschieden werden.

Wegen der aus den Gleichungen (2.24) und (2.26) bekannten Eigenschaften N x g = 0 bzw. a *
mo = mo * a = 0, ist daher m,, * 7,y nur dann von Null verschieden, wenn n’ = n gilt, so daf sich
Gleichung (2.59) auf

1 o 1
Tp % Tt = Op gy ———5 0" * T * H] % o % A" = Oy — @ kT * T ¥ A" = Oy Ty (2.65)
(n!) =1 n! ——
= -

reduziert. Da der letzte Schritt nur unter der Annahme méglich war, dafl Gleichung (2.26) zutrifft,
ist die Behauptung bewiesen.

In den folgenden drei Unterabschnitten wird die Projektoreigenschaft (2.61) jeweils mit verschie-
denen Methoden bestétigt:

1. Als erstes wird die Gleichung (2.61) iiber die Vernichtereigenschaft a * mp = 0 bewiesen.
Dazu ist 7 als Reihe in normalgeordneten Termen zu entwickeln, wobei hier wiederum das
umbrale Kalkiil zum Einsatz kommt.
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2. Der harmonische Oszillator

2. Dann wird die Projektoreigenschaft durch direkte Rechnung mit der Reihendarstellung des
Moyal-Produkts (2.19) gezeigt.

3. Abschliefilend soll gezeigt werden, wie man (2.61) durch die Integraldarstellung des Moyal-
Produkts (1.50) beweisen kann.

An diesem Beispiel werden die verschiedenen Moglichkeiten verglichen, das Moyal-Produkt zu
berechnen, wobei sicherlich die Gegeniiberstellung der letzten beiden Varianten aufschlufireich ist.
Die erste Methode nutzt die besondere Eigenschaft der holomorphen Koordinaten aus. Dadurch
148t sich die Rechnung im wesentlichen auf das kombinatorische Problem des Umordnens von
Faktoren reduzieren, wobei sich in diesem Kontext wiederum die Niitzlichkeit des umbralen Kalkiils
zeigt.

2.2.1. Projektoreigenschaft mit algebraischen Methoden

Hier beruht die Idee des Beweises von (2.61) auf der Beziehung a * 79 = 0 an, die aus Gleichung
(2.26) bekannt ist. Dieser Ansatz ist bereits in [DV2002] zu finden, wurde aber fehlerhaft umge-
setzt. Erst die iiberarbeitete Version® enthilt einen korrekten Beweis, der aber stark von dem hier
gezeigten Weg abweicht.

Im folgenden wird gezeigt, dafl man jeden Term der Taylor-Entwicklung

o n

_ - 2

9e—E2aa/h _ 2 : ( él) e mit T = —aa (2.66)
— nl h

als Summe von normalgeordneten Termen proportional zu a@* x a* schreiben kann. In dem Produkt

2e~€2a0/h 5 7 muB man dann nur die Terme mit k = 0 beriicksichtigen. Die iibrigbleibende Reihe
iiber n sollte dann gemif (2.61) fiir £ — 1 gerade den skalaren Faktor 1 ergeben. Zuerst wird
hergeleitet, wie man a*
Methoden des umbralen Kalkiils die Reihenentwicklung von (aa)” in a
Ahnlich wie in Gleichung (2.37) kann man die Umformungen

durchfiihren und anschlieBend die Operatoridentitéit (2.38) in der Form (9, — 1)" = e*d%e™* be-
nutzen, um schliefflich

* a® als Polynom in aa schreiben kann, und anschlieBend wird daraus mit
kx aF gefolgert.

k
<—2> a® x a® = " (mkefx) = k!L(x) (2.68)
zu erhalten, wobei die Rodrigues-Formel fiir die Laguerre-Polynome L, (z) = %97 (z"e*) /n!
erneut verwendet wurde. Um aus Gleichung (2.68) eine Darstellung von z als Summe iiber a* * a*
herleiten zu kénnen, werden folgende Definitionen und Sétze zur Umbral-Theorie von den Seiten
41 und 44 aus [Rom1984] wiedergegeben.

Wenn py(z) und ¢,(z) = > 1, @n k7" Folgen von Polynomen sind, dann wird die umbrale
Verkettung (,umbral composition®) von q,(z) und py(z) als die Folge

() = gnipr(z) (2.69)
k=0

definiert. Die Menge der Sheffer-Folgen ist eine Gruppe unter umbraler Verkettung. Wenn s, (x)
und ry, () Sheffer-Folgen zu (g(t), f(¢)) bzw. (h(t),l(t)) sind, dann ist r,(s(z)) eine Sheffer-Folge

8Erhiltlich unter arXiv:quant-ph/0211115v2 (2003).
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2.2. Projektoreigenschaft der Wigner-Funktionen

zu (g(t) h(f(t)),1(f(t))). Die Identitét unter umbraler Verkettung ist die Folge 2" zu (1,¢) und die
inverse Folge zu s, (z) ist die Sheffer-Folge zu ([g(f~*(¢))] ™%, f(?)).

Wie bereits in Gleichung (2.56) angegeben wurde, handelt es sich bei kL (z) um die Sheffer-
Folge zu (g(t), f(t)) = ((1 —t)~',t/(t — 1)), wobei bemerkenswerterweise

FH = f) (2.70)

gilt. Da man auBerdem
_ _ t 1
o ) =1 = = () (271)

erhilt, ist nach dem obigen Theorem die Sheffer-Folge” si(x) = k!Lg(z) ihr eigenes Inverses unter
umbraler Komposition und daher folgt

su(s(z)) =n!> Lppk'Lp(z) =a"  mit  Ly(z) =Y Lyt (2.72)
k=0 k=0

Durch Ersetzen von k!Ly(x) durch den Ausdruck aus Gleichung (2.68) erhélt man

n 9 k
2 =nlY Lok <—h) a s« a, (2.73)
k=0

was wiederum in (2.66) eingesetzen werden kann, so dafi man schlielich die gesuchte Darstellung!”

[eS) n k
9e—E2aa/h _ 22 (—&)" ZLn,k <_721> a* « ok (2.74)
n=0

k=0

gewinnt. Bildet man das Moyal-Produkt dieser Reihe mit 7, so mufl man, wie bereits erwéhnt, nur
den Term mit & = 0 beriicksichtigen. Wegen der Normierung der Laguerre-Polynome L,,(0) = 1
gilt offensichtlich L, ¢ =1 fiir alle n =0, 1,2, ... und es ergibt sich

- o0 o0 2
9e—§2aa/h T =2 Z (=&)" Ly omo = 702 Z (=" = T é_ﬂ'o’ (2.75)
n=0 n=0
so daB man fiir den Grenzfallll! ¢ — 1 zu
—€2aa/h To = To (2.76)

o * o = lim 2e
T T
gelangt, was zu beweisen war.
Bemerkung: Gleichung (2.75) ist ein Spezialfall der Gleichung
2aa 2aa 1 £+ ¢ 2aa
_e2 (=) = — — 2.
ow (- ) e (- ) = oo (i 0) 277

die in [CUZ2001] auf andere Weise hergeleitet wurde (siehe Gleichung (34) und die dortige Litera-
turangabe).

°In [Rom1984] werden die Polynome sy (z) = k!Ly(z) als Laguerre-Polynome bezeichnet.

°Tm Gegensatz zur Vorgehensweise aus [DV2002] erhiilt man auf diesem Weg eine neue Darstellung von 7o, die
zusammen mit der Gleichung 7, = a" 7o *a™/(h"n!) aus (2.27) auch zu einer alternativen Definition der iibrigen
Losungen fithrt. Die Sheffer-Identitit sn(z+y) =Y p_o (3)5k(2)sn—k(y) fiir sn(z) = n!L,(x) [Rom1984, S. 110]
bietet einen Ansatz, um aus diesem Ergebnis die herkdmmliche Darstellung der Losungen aus (2.39) zu gewinnen.

"n [Car2000] wird die Konvergenz der Reihe 32 | (—¢)" diskutiert. Euler hat bereits den Wert der Reihe 1 — 1+
1—1+4... mit 1/2 angegeben.
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2. Der harmonische Oszillator

2.2.2. Projektoreigenschaft mit der Reihendarstellung des Moyal-Produkts

In diesem Unterabschnitt wird Gleichung (2.61) mit Hilfe der Reihendarstellung des Moyal-Pro-
dukts in holomorphen Koordinaten (2.19) gezeigt.
Mit (2.60) wird 7o * 7o zu

—2aa —2aa o 1 — \S
2e = ZZ,— —2aa)" * (—2aa)*, (2.78)
r=0 s=0

so dafl zuerst das Produkt (@a)” * (@a)® zu bestimmen ist. Dazu wird das Moyal-Produkt aus
Gleichung (2.19) entwickelt, so dafl man die Darstellung

pra= g0 mn) e, 3L (S () (o) () o
n=0 =0

erhalt.
Mit den absteigenden Fakultéten (n), = n!/(n — k)! erhélt man als Zwischenschritt

r—I —’r‘—(n_l) fii _ <1<
lan—l/= \r _ (r)ia" = (r)n—ia yfirn—r<i<r
0,07 "(aa)" = { 0 sonst (2.80)
—s5—1 s—(n—1) fii _s<]<
I an—l/= \s __ (S)ZG (S)nfla SJfirn—s<Ii<s
e Oua ey = { 0 , sonst, (2.81)

so dafl die Anzahl der Terme, die in Gleichung (2.79) in der Summe iiber | = 0,1,...,n zu
beriicksichtigen sind, eingeschrankt wird. Tatséchlich geniigt es, nur iiber solche [ zu summieren,
die die Bedingung

n—min(n,r,s) < I < min(n,r,s) (2.82)
erfiillen, wodurch es wiederum moglich ist, die Summe iiber n auf n = 0,1,...,2min(r,s) zu

begrenzen, denn fiir andere n besitzt die Ungleichung (2.82) keine Losung fiir /.
Mit diesen Zwischeniiberlegungen folgt aus Gleichung (2.79) schliefilich

2min(r,s) n
@ e =@ S () S ()o@ ey

_ |
o 2aa n!

Dieses Ergebnis kann man zu
in(r,s
(—2aa)" * (—2aa)® = Z (—2aa) " (2.84)

;%: ( ) J1(r)n—1(8)i(8)n-1 (2.85)

zusammenfassen, wobei in C),(r, s) die Summe iiber | durch Gleichung (2.82) beschrénkt ist.
Wird Cp(r, s) in der Form

mit Cn(r,s)

(1) rlr! sls!

Cn(“s):zl:(n—zw!(r—l)!( —(n=0)) (s =) (s — (n = 1))!

(2.86)

geschrieben, so ist offensichtlich, dafl jeder Summand bei der Ersetzung von [ durch n — [ bis auf
einen zusétzlichen Faktor (—1)™ in sich selbst iibergeht. Man kann sich leicht davon iiberzeugen,
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2.2. Projektoreigenschaft der Wigner-Funktionen

daB bei dieser Ersetzung fiir n — [ die gleichen Grenzen'? gelten, wie nach Gleichung (2.82) fiir [.
Fiir ungerade n heben sich daher alle Terme in Cy(r, s) paarweise auf, so dal man in Gleichung
(2.84) nur tber gerade n summieren muf.

Mit einer Fallunterscheidung fiir die drei Félle min(2n,r, s) = 2n,r, s kann man mit Hilfe von
Maple
r+s—n

Can = (-1 )atehn (2.87)

bestimmen, so daB man schliefllich mit Gleichung (2.84) das Ergebnis

n

(—2aa)” * (—2aa)* = Y (-1

n=0

min(r,s) ris—n
n
("

) (1), (s), (—2a0)H2 (2.88)

erhiilt. Durch Einsetzen dieser Gleichung in (2.78) folgt

o2, 920 _ Z Sy (- (7" ts- ”> (r_ln)' 5 jn)! (—2aa)" 2" (2.89)

=0r=ns=n

wobei hier die Bedingung n < min(r,s) bzw. n < r A n < s von der Summe iiber n auf die
Summen iiber r und s iibertragen wurde.

Nun ist es notwendig, daf§ obige Zwischenergebnis in die Form ) " °_ ... (—2aa)™ zu iiberfiihren,
um die Koeflizienten dieser Reihe berechnen und somit das Ergebnis in geschlossener Form dar-
stellen zu kénnen. Dazu werden die Indizes der Summation iiber » und s durch

m=r+s—2n=(r—n)+(s—n) und t=r—n (2.90)

ersetzt. Dat =7r —n > 0 und s —n > 0 gilt, ist m offensichtlich immer nicht-negativ. Genau wie
die Summe iiber s ist die Summation iiber m nicht nach oben beschréinkt. Da auch r bis co lauft,
kann auch ¢ alle ganzzahligen Werte von 0 bis co annehmen. Es ist aber zu beachten, dafl nach
m =t+ (s —m) immer m > t gilt, was dadurch beriicksichtigt werden kann, dafl man die Summe

iiber ¢ auf 0,1, ..., m einschrankt. Somit kann man Gleichung (2.89) in
9¢~2a4 4 9o =200 _ 4 m . (—2aa)™ 2.91
: S S v (M g (e @on
umformen.

Mit den Regeln'3
m 1 2m > m+n 1 _
S d —1)" = _gm 2.92
Zt!(m—t)! aomd D (Y ( n ) 2 (2.92)
t=0 n=0
kann man zwei Summen in (2.91) explizit ausfithren, so da8 sich schlieBlich
—2aa —2aa __ _1\n _9=,\Mm _ —2aa
2e720% 5 2¢ _4;::0 (le_%( 1) < . )) (; VT p— (m_t)!> (—2aa)™ = 2e (2.93)

ergibt, was zu beweisen war.

12Um dies zu verdeutlichen, wird Gleichung (2.82) mit (—1) multipliziert und anschlieBend n hinzuaddiert, so daf8
sich schliellich folgendes ergibt:

n —[n —min(n,r,s)] > n—10 > n—min(n,r,s) & n —min(n,r,s) < n—10 < min(n,r,s).

13Laut [Com1974, S. 37] gilt fiir € C im allgemeinen:

(1+t)m:Z($)n%:Z#!k)!% und (17t)7aczz Z(n:ﬁ;l':;7

n>0 : n>0 n>0 n! n>0

wobei sich die beiden Gleichungen (2.92) als Spezialfille fiir t = 1, z = m bzw. t = —1, z = m + 1 ergeben.
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2. Der harmonische Oszillator

2.2.3. Projektoreigenschaft mit der Integraldarstellung des Moyal-Produkts

Als letztes wird die Projektoreigenschaft (2.61) mit Hilfe der Integraldarstellung des Moyal-Pro-
dukts (1.50) bewiesen. Durch Einsetzen von 7y aus Gleichung (2.60) erhélt man das Integral

/2 /12
/dp'dp"dq’dq” exp <_ p- WqIZ) exp <_ p— Wq//2>

T * T

h272 hmw h hmw h

2
X exp (m (@ —d")+1 (" —a)+p"(a—d) )) : (2.94)
Diese Gleichung kann man auch in der Form

mw

4 2
To* Ty = W/dq’dq” exp <— ; (¢%+ ") + 7P (q’—q”)> Aq,q',4")B(q,q',q") (2.95)

. p? 2 mw 9
roomy / _ Ao _ . "o
mit A(q,q.q") = /dp exp< D (q q)> Whmwexp( . ( q) )
/12 2 mw 9
oy 7 . N _ . .
und  B(g,¢'.q") = dp exr>< e+ (a Q)> vﬂhmwexp( wa—d) )

schreiben, wobei die Integration iiber p’ und p” mit Hilfe des Residuensatzes'* durchgefiihrt werden
konnte.
Die verbleibenden zwei Integrationen verlaufen analog und daher folgt aus Gleichung (2.95)

dmw
Tk = C(p,q) D(p,q) (2.96)
, _ / w2 w2 N T e
mit C(p,q) = /dq exp< z (a—¢) 4 +Z.hpq> = \/35¢ e
2 7h )
d D _ dd" M N2 W e A ) +iqp/hi,—H/hw_
un (p,q) / q eXp< - (" —q) 4" = pa 5 e

Die beiden komplexen Faktoren aus C' und D heben sich in Gleichung (2.96) gerade gegenseitig
auf, so dal man das erwartete Ergebnis

7o * mo = 2e2H/M — 7, (2.97)

erhélt.

Auch wenn die Rechnung in diesem Unterabschnitt bewuft wenig ausfiihrlich dargestellt wurde,
so kann man riickblickend auf die letzten beiden Unterabschnitte doch feststellen, dafl sich die
Projektoreigenschaft mg * mo = mg leichter mit der Integraldarstellung des Moyal-Produkts (1.50)
als durch die Reihenformel (1.41) beweisen lidt. Dies liegt aber nicht zuletzt daran, da§ der Umgang
mit Integralen in der Regel vertrauter ist als die Handhabung von Reihen. Die Umbral-Theorie
konnte eine Mittel sein, um die Anwendung der Reihendarstellung zu vereinfachen. Ein moglicher
Ansatz dazu wurde in Unterabschnitt 2.2.1 geliefert.

“Dazu muB man das Argument der Exponentialfunktion quadratisch ergéinzen, was in der folgenden Rechnung
demonstriert wird:

" 2 g 7 2 g /2
Alg.qq") = el / dp’ exp GLWHW (@'~ q) )2> = / dp exp (’ z )

hmw hmw
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3. Landau-Niveaus

Als weiteres Anwendungsbeispiel der Deformationsquantisierung wird in diesem Kapitel ein gela-
denes Teilchen in einem homogenen Magnetfeld betrachtet, wobei das hier geschilderte Vorgehen
in [HHS2004] aufgenommen wird.

3.1. Klassische Betrachtung

Wir beginnen mit einer kurzen Diskussion dieses Problems im Rahmen der klassischen Mechanik.
Das betrachtete Teilchen habe die Ladung +e und seine Bewegung wird mit Hilfe des Koordi-
natenvektors ¢ = (g1, g2, qg)T beschrieben. Das Koordinatensystem soll so gewéhlt sein, dal das
Magnetfeld in Richtung der ¢3-Achse zeigt. Wir wollen voraussetzen, dafl das Teilchen anfangs
keinen Impulsanteil in g3-Richtung besitzt und sich in der Ebene mit q¢3 = 0 befindet. Da es sich
im Magnetfeld B = B (0,0, l)T bewegt, erfihrt es die Lorentz-Kraft! F' = eg x B/c. Setzt man
dies in die Newtonsche Bewegungsgleichung F' = mqg mit der Teilchenmasse m ein, dann miissen
die Koordinaten als Funktion der Zeit die Gleichung

+wxg=0 mit w=-—B (3.1)
me
erfiillen, wobei w = eB/mc die Zyklotronfrequenz ist.

Fiir die dritte Komponente der Geschwindigkeit erhalten wir daraus ¢s = 0, so dafl die Be-
wegung des Teilchens vollstindig in der q1go-Ebene stattfindet und wir die ¢3-Koordinate nicht
weiter betrachten miissen. Fiir die verbleibenden beiden Koordinatenfunktionen ergibt sich die
Differentialgleichung

d (¢ (@ : . (0 1
dt<q2>—wwz<q2 =0 mit 2=\ _1 o) (3.2)

wobei offensichtlich (i62)2 = —1 gilt. Die allgemeine Losung lautet

( Q(t) ) = —rw exp (iGywt) ( sin(eo) ) _ —rw( sin(wt + o) ) , (33)

Ga(t) cos(pg) cos(wt + @)

wobei rw der konstante Betrag der Geschwindigkeit ist und ¢, der Winkel, den der Geschwindig-
keitsvektor mit der go-Achse zum Zeitpunkt ¢t = 0 einschlieft.
Durch eine weitere Integration erhélt man die Gleichungen der Bewegungsbahn:

q1(t) = X1 + rcos(wt + @) und q2(t) = X9 — rsin(wt + ¢g). (3.4)

Das Teilchen bewegt sich in der g1 g2-Ebene im Uhrzeigersinn auf einem Kreis, der durch den Radius
r und den Mittelpunkt (X7, X2) definiert ist. Dabei ist die Winkelgeschwindigkeit w konstant, so
da p = mg = —mwx (g— X) mit X3 = 0 gilt, was man auch direkt mit (3.2) und (3.3)
iiberpriifen kann. Mit dieser Gleichung kann man X; und X» in Abhéngigkeit von den Koordinaten
und Impulskomponenten des Teilchens angeben und man erhélt

Xi=qg+22  wnd Xo=gqo— 2L, (3.5)
mw mw

Man beachte, daB8 hier Heaviside-Lorentz-Einheiten verwendet werden.
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3. Landau-Niveaus

3.2. Quantenmechanische Betrachtung

In diesem Abschnitt wird das Landau-Problem mit Methoden der Deformationsquantisierung
diskutiert. Dabei werden wir die Sterneigenwertgleichung (1.91) verwenden, so daf§ zuerst die
Hamilton-Funktion bestimmt werden mufl. Das Magnetfeld B = V x A kann mit Hilfe des Vek-
torpotentials A(q) beschrieben werden. Aus der Hamilton-Funktion eines freien Teilchens p?/2m
erhilt man durch minimale Substitution p — p — eA(q)/c die zugehorige Hamilton-Funktion

1 e 2
Hp=— (p - EA(Q)> , (3.6)
wobei p der kanonisch konjugierte Impuls ist.

Wir beriicksichtigen das Ergebnis aus dem vorhergehenden Abschnitt, indem die Koordinaten
q3 und p3 des Phasenraums bei der Diskussion ausgeschlossen werden. Die Bewegung in diese
Richtung wird nicht durch das Magnetfeld beeinflufit und entspricht der eines freien Teilchens.
Dieses Resultat gilt auch fiir die quantenmechanische Betrachtung des Problems, was ausfiihrlich
in ,,Complement Ey1“ von [CTDL1977] im Rahmen des Operatorformalismus erldutert wird.

Ziel ist es nun, die quantisierten Energieniveaus F, und die zugehorigen Wigner-Funktionen 7,
als Losung der Sterneigenwertgleichung (1.91)

Hp xm, = Eymy, (3.7)
zu bestimmen, wobei das Moyal-Produkts (1.45) fiir einen vierdimensionalen Phasenraum

- = — — —

ih - - -
fxg=fexp <2(aqlap1 — Opy Oy + gy Oy — ap23q2)> g (3.8)

lautet. Wie wir sehen werden, handelt es sich um ein entartetes System, so dafl man die Projektoren
durch Eigenwerte zu einer weiteren Observablen charakterisieren muf.

Der Einfachheit halber nennen wir die Funktion g in Anlehnung an den Operatorformalismus
FEigenfunktion zu f, wenn sie die Gleichung f * g = ag mit dem Figenwert a € C erfiillt.

3.2.1. Koordinatentransformation

Bei geeigneter Wahl der Eichung lautet das Vektorpotential zum Magnetfeld B = B (0, 0, 1)T

1

B
A(q) = _iq x B = 5 (_q27q1a0)T7 (39)

so dafl wir durch Einsetzen in Gleichung (3.6) eine Hamilton-Funktion von der Form

1
Hp = (PE+ P3) (3.10)
erhalten. Hier sind
e mw e mw
P =p - EAl =p1+ - ® und Py =py— EAQ =p2- 50 (3.11)

die beiden Komponenten des kinetischen Impulses, wobei es sich bei w = eB/mc um die bereits
aus (3.1) bekannte Zyklotronfrequenz handelt.

Die Ableitungen 0, in dem Moyal-Produkt (3.8) sollen nun durch Ableitungen nach P; ersetzt
werden, da diese gerade in der Hamilton-Funktion vorkommen. Wie in Anhang A.5 gezeigt wird,
lautet das transformierte Moyal-Produkt

o o~ e = e o~ e o~ dh e o~ e o
f * g = feXp (22(3,]18]31 — 3p18q1 + 8q28p2 — 31323,]2) + %mw(aplapz — ap28pl)> g. (3.12)
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3.2. Quantenmechanische Betrachtung

3.2.2. ErhaltungsgroBen

Es ist bemerkenswert, dafl Hy, aus (3.10) formal der Hamilton-Funktion eines freien Teilchens ent-
spricht und dafl aulerdem das transformierte Sternprodukt bis auf einen zuséitzlichen Term im
Exponenten dem gewthnlichen Moyal-Produkt aus (3.8) gleicht. Das Einfiigen des Zusatzterms in
(3.12) korrespondiert offensichtlich zur minimalen Substitution in der Hamilton-Funktion. Neben
h erscheint w als ein weiterer Deformationsparameter im Sternprodukt, wobei A der Quantisie-
rungsparameter ist und w o« eB die Stérke der Wechselwirkung festlegt.

Das Moyal-Produkt aus Gleichung (3.12) kann auch in der Form

o o . o o .
fxg= fexp (Z2 (3(118]31 —0p, (&11 - mwapz) + 04,0p, — Op, (8,12 + mwapl))> g (3.13)

geschrieben werden. Falls f nur von P; und P» abhiingt, konnen wir mit dieser Schreibweise des
Sternprodukts leicht den Bopp-Shift

J(Py o) x g = f(=(8y = mwd,), = (0 + mwdn,) ) g (3.14)
angeben. Wir stellen fest, daf in dieser Gleichung die Ableitungen nur in den Kombinationen
0q; — mwip, und Ogo + mwip, (3.15)

auftreten, wobei fiir w # 0 die Wirkung dieser Differentialoperatoren auf die Funktionen

1 1 1 1 1 1
Xi=q+—P=_ (Q1 + P2> und Xo=q— —P = <QQ - p1> (3.16)
mw 2 mw mw 2 mw

Null ergibt. Wie der Vergleich mit den Gleichungen aus (3.5) zeigt, sind dies gerade die Koordinaten
des Punktes in der ¢;gs-Ebene, den das Teilchen in der klassischen Losung umkreist. Dabei ist zu
beachten, dafi die in (3.5) auftretenden Variablen p; die kinetischen Impulse sind, die hier den
Groflen P; entsprechen.

Mit (3.16) vereinfacht sich Gleichung (3.14) fur g = g(X1, X2) zu

f(Pl,PQ) *g(Xl,XQ) = f(Pl,Pg)g(Xl,XQ). (317)

Wir nehmen nun an, daf§ f und g reelle Funktionen sind. Da das Moyal-Produkt entsprechend der
Gleichung (1.47) hermitesch ist, geht die letzte Gleichung durch komplexe Konjugation iiber in

g(Xl,XQ) *f(Pl,PQ) :g(Xl,XQ) f(Pl,PQ). (318)

Aus den letzten beiden Gleichungen folgt, dal jede Funktion von P; mit jeder Funktion von X;
vertauscht. Somit gilt insbesondere
[Hp, Xil, =0, (3.19)

so daf} es sich bei X; und X2 um Erhaltungsgréfien handelt. Anschaulich bedeutet dies, daf§ sich
die Rotationsachse nicht &ndert.
3.2.3. Losung der Sterneigenwertgleichung

Jede beliebige Funktion auf dem Phasenraum — also insbesondere auch 7, — 148t sich fiir w o B # 0
als Funktion von X; und P; aus (3.16) bzw. (3.11) darstellen. Wir machen den Produktansatz m,, =
f(P1, Py) g(X1, X5), so daB die linke Seite der Sterneigenwertgleichung (3.7) unter Beriicksichtigung
von (3.17) in

Hpxmp = Hp * (f(P1, P2) 9(X1,X2)) = Hp = f(P1, Py) % g(X1, Xa) (3.20)
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3. Landau-Niveaus

umgeformt werden kann. Da das Sternprodukt geméf (1.56) assoziativ ist, kann man zuerst H, *
f(P1, Py) berechnen, wobei dieses Produkt selbst auch nur von P; abhingt. Daher kénnen wir
Gleichung (3.17) erneut anwenden und die Sterneigenwertgleichung wird zu

(Hp * f(P1, P2)) g(X1, X2) = (Enf(P1, P2)) g(X1, X2). (3.21)

Offensichtlich ist in dem Produkt 7, = f(Py, P2) g(X1, X2) nur der Faktor f(P;, P») mafigeblich
fiir die Bestimmung von E,,, so dafl es vorerst ausreicht, 7, als Funktion von P; anzunehmen.

Fiir mp, = m,(P1, P2) reduziert sich die Sterneigenwertgleichung (3.7) mit dem Moyal-Produkt
(3.12) auf

1 .. ..
HL * Ty = HL exp (gmw(ap18p2 — ap28p1)> Tn-. (3.22)

Mit den Definitionen P, = mwq und P, = p ist das Sternprodukt formal identisch mit dem
Moyal-Produkt (1.41) im zweidimensionalen Phasenraum

ihoe
fxg= fexp (2(8q8p - 8paq)> g (3.23)
und die Hamilton-Funktion (3.10) wird zu
2 2 2 2
P (e P
P om T Tom T 2m 2 ¢ (3:24)

Dies entspricht gerade der Hamilton-Funktion des harmonischen Oszillators (2.1), so da§ wir die
Losungen direkt aus Gleichung (2.8) entnehmen koénnen. Mit Hy, statt H lauten sie

2H AH
Tn(Py, Py) = 2(—1)"exp <— th> L, < th) mit n=0,1,2,..., (3.25)

wobei diese Wigner-Funktionen Zustédnde zu den Energieniveaus

B, = hw <n + ;) (3.26)
beschreiben. Diese Energiewerte werden Landau-Niveaus genannt.

Wie am Anfang dieses Unterabschnitts gezeigt wurde, bleibt die Wigner-Funktion 7, (Py, Ps)
weiterhin Losung von (3.7), wenn sie mit einer beliebigen Funktion von X; multipliziert wird.
Diese Funktion kann so gewahlt werden, dafl die Wigner-Funktion Eigenfunktion zu einer weiteren
Observablen wird. Erst dann sind alle Wigner-Funktionen durch ihre Eigenwerte — bis auf die
Normierung — eindeutig charakterisiert.

3.2.4. Der Drehimpuls als weitere Observable

In diesem Unterabschnitt soll gezeigt werden, dafl man die Freiheit in der X;-Abhéngigkeit der
Losungen der Sterneigenwertgleichung (3.7) nutzen kann, um die Wigner-Funktionen eines Landau-
Niveaus durch ihre Drehimpulsquantenzahl zu unterscheiden.

Die Definitionen von P; und X; aus (3.10) und (3.11) kann man leicht nach p; und ¢; auflésen.
Durch Einsetzen der Ergebnisse

—mwq = P —mwXy , mwqy = P +mwXs (3.27a)
2ps = Py +mwX; und 2p1 = P —mwXs (3.27b)

in die Definition des Drehimpulses J = qi1ps — gop1 ergibt sich

—2mwJ = (—mwqy) (2p2) + (mwge) (2p1) = Py — m*w?X? + P2 — m?w? X3, (3.28)
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3.2. Quantenmechanische Betrachtung

so dafl wir schliefSlich den Drehimpuls in den Koordinaten P; und X; angeben kénnen:

J=—— (P24 P2+ 22 (Xx24+X3) = —E+—(X1 +X3). (3.29)
mw 2 2
Dies ist die Summe zweier Erhaltungsgréfien, denn die Hamilton-Funktion Hj, ist per Definition
erhalten und jede Funktion von X; ist eine Erhaltungsgrofe, wie in Unterabschnitt 3.2.1 gezeigt
wurde.

Wir haben bereits festgestellt, dafl neben der Funktion m,(P1, P2) aus Gleichung (3.25) auch
mn(P1, P2) p(X1, X2) Losung der Sterneigenwertgleichung (3.7) ist. Nehmen wir nun an, dafi wir
eine Funktion p(Xi, X2) finden kénnen, die die Gleichung

w
— (X7 + X3) * p(X1, Xa) = ap(X1, X2) (3.30)

erfiillt. Analog zu (3.21) folgt dann aus (3.17)

w mw
- (X1 + X3) * [mn(Pr, ) p(X1, X2)] = -5 (X7 + X3) * p(X1, X2) * 7o (P1, P2)
= ap(X1, Xo) x 1, (P1, P)
= a[m (P, P2) p(X1, X2)], (3.31)

so daB8 auch das Produkt m,(Pi, P») p(X1, X2) den Eigenwert o beziiglich mw (X7 + X3) /2 hat.
Als Eigenfunktion von Hy, und mw (X7 4+ X3) /2 ist diese Funktion gemé$ (3.29) dann auch Ei-
genfunktion von J.

In der folgenden Herleitung werden wir die Losung p(X1, X2) der Gleichung (3.30) bestimmen.
Auf Grund der speziellen Eigenschaften der Variablen X; und X fallen einige Terme im Expo-
nenten des Moyal-Produkts aus (3.13) weg, so daf sich die linke Seite von (3.30) zu

o
(X2 4 X2) % p(X1, Xo) = 7‘“ (X2 + X2) exp (’2(aqlapl + aQQap2)> p(X1,Xo)  (3.32)

vereinfacht. Da die hier auftretenden Ableitungen nur auf Funktionen von X; und X, wirken,
koénnen die Ableitungen nach (3.16) in diesen Variablen ausgedriickt werden und man erhilt

- o
7“’ (X2 + X2) % p(X1, X2) = 7‘” (X2 + X2) exp <2:W (Ox,0x, — 8X28X1)> p(X1, X2). (3.33)

Nun definieren wir ¢ = X1, p = mwXs und erhalten aus Gleichung (3.33) durch Multiplikation
mit w

2 mwQ

mw? ih  « = PR
—— (XT+X3) % p(X1, X2) = (P + q2> exp <2(aqap — apaq)> p(X1,X2).  (3.34)

2 2m 2

Dies entspricht formal wieder der Sterneigenwertgleichung des harmonischen Oszillators, so dafl
die Eigenfunktionen direkt angegeben werden konnen, indem man Hy, in Gleichung (3.25) durch
w? (X7 4+ X3) /2 ersetzt:

pi(X1,X2) = 2(~1) exp (_% (X2 + Xg)) L (2’;;” (x2+ X2)> (3.35)

Da in Gleichung (3.34) gegeniiber (3.30) ein zusétzlicher Faktor w auftritt, lauten die Eigenwerte
aus Gleichung (3.30) oy = R (I +1/2) mit I = 0,1,2,..., wie ein Vergleich mit (3.26) zeigt.

41



3. Landau-Niveaus

3.2.5. Zusammenfassung und Diskussion der Ergebnisse

Wir haben somit gezeigt, dafl die Funktion
Hnl(Pl,Pg,Xl,XQ> :7'('”(P1,P2)p1<X1,X2> fiir n,l:O,l,Q... (336)

Eigenfunktion sowohl von Hj, als auch von mw? (X? 4+ X3) /2 ist, wobei die Eigenwerte E, =
fw (n +1/2) bzw. oy = h(l + 1/2) lauten. Die Faktoren m,(P;, P2) und p;(X1, X2) sind in (3.25)
bzw. (3.35) angegeben und entsprechen von der Form den Wigner-Funktionen des harmonischen
Oszillators.

Aus Gleichung (3.29) folgt dann

H mw
_HL | mw
w 2

J* 1y = ( (X12+X22)> # Ty = h(l —n) I, (3.37)
so dal II,;; auch Eigenfunktion des Drehimpulses ist. Zu jedem n gibt es unendlich viele [ und
daher sind die Landau-Niveaus F,, unendlich oft entartet. Dies spiegelt die Tatsache wieder, dafl
die Rotationsachse (X1, Xs) in der g;ge-Ebene beliebig gewihlt werden kann, ohne die Energie zu
dndern.

Bemerkungen:

e Fiir die Herleitung der Landau-Niveaus (3.26) kann man tatséchlich auf die Festlegung der
Eichung verzichten. Die Komponenten des kinetischen Impulses P, = p; — eA;/c und P, =
p2 — eAg/c liefern in jedem Fall die Moyal-Klammer

[P, Py], = —g( b1, Asl, + [A1,pal, ) = mg (D, Az — Opy A1) = itimuw, (3.38)

wobei das Sternprodukt in der urspriinglichen Form (3.8) verwendet wurde. Mit den be-
reits zuvor gewéhlten Definitionen ¢ = P;/mw und p = P» erhélt man daraus [¢,p|, = ik,
was formal der kanonischen Kommutatorrelation (1.12) entspricht. Auferdem gleicht Hj, =
(P + P$) /2m mit diesen Definitionen wiederum der Hamilton-Funktion eines harmonischen
Oszillators wie in Gleichung (3.24), so daf§ man sofort E,, = hw (n + 1/2) folgern kann.

e Im Gegensatz dazu kénnen wir die Wahl der Eichung in Unterabschnitt 3.2.4 nicht umgehen,
da nicht in jedem Fall J = q1p2 — ¢op1 eine Erhaltungsgrofe ist. Tatsédchlich entspricht
J nur formal einem Drehimpuls, da g, g2 nicht die relativen Koordinaten in Bezug auf die
Drehachse sind und p1, ps nicht die kinetischen Impulse. Der physikalische Drehimpuls lautet

1 2
J=(@-X)P—(p—Xo) P =—— (P>?+P)=—-=H 3.39
(@ 1) P — (g2 2) P mw( ?+ P3) —Hi, (3.39)

wovon man sich mit Hilfe von (3.16) leicht iiberzeugen kann. Er ist zwar erhalten, stellt aber
keine von Hj unabhéingige Observable dar.

e Die gleichen Ergebnisse konnen auch direkt mit holomorphen Koordinaten bestimmt werden,
was in [DV2002] getan wurde.
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4. Deformationsquantisierung der
Grassmann-Algebra

Bisher konnten wir erfolgreich eine quantisierte Mechanik auf dem Phasenraum mit kommutativen
Koordinaten! formulieren. Wie am Beispiel des Landau-Problems demonstriert wurde, lassen sich
damit die bosonischen Freiheitsgrade physikalischer Systeme beschreiben. Ziel dieses Kapitels ist
es, mit Hilfe einer deformierten Grassmann-Algebra fermionische Freiheitsgrade in diese Theorie
einzubinden. Dabei werden wir dhnlich vorgehen wie in Kapitel 1.

In den Artikeln [Bor1996, DF1998, BHW2000] wurde bereits die Deformationsquantisierung von
Systemen mit Fermionen von einem mathematischen Standpunkt betrachtet. Die hier présentierte
Diskussion orientiert sich an [HH2002a], wo der Schwerpunkt auf der physikalischen Anwendung
dieser Theorie liegt. Genau wie in diesem Artikel wird die Wahl des Sternprodukts durch die
Dirac-Klammer motiviert. Ausgehend von diesem Sternprodukt 1a8t sich eine neue Klammer kon-
struieren, deren Definition sich von derjenigen in [HH2002a] unterscheidet.

Das folgende Kapitel ist in fiinf Abschnitte eingeteilt. Zunéchst werden einige Grundbegriffe in
Bezug auf die Grassmann-Algebra erldutert. AnschlieBend wird mit dieser Algebra eine pseudo-
klassische Mechanik konstruiert. Der dritte Abschnitt behandelt die Deformation des Produkts der
Grassmann-Algebra zu einem Sternprodukt, das dhnliche Eigenschaften aufweist wie das Moyal-
Produkt. Es stellt sich heraus, dafi man mit diesem Produkt eine Klammer definieren kann, die zu
einer graduierten Lie-Algebra fithrt. Damit wird der Grundstein fiir die Diskussion der supersym-
metrischen Quantenmechanik gelegt, auf die wir spéter eingehen werden.

Im vierten Abschnitt diskutieren wir die Zeitentwicklung von Observablen und gehen kurz auf
die Spektraltheorie ein. Im letzten Abschnitt wird gezeigt, wie man die deformierte Grassmann-
Algebra mit dem quantisierten bosonischen Phasenraum vereinen kann.

4.1. Grassmann-Algebra
4.1.1. Grundlagen

Wir betrachten die Grassmann-Algebra Gry, die durch die n Generatoren ¢1,9s,...,9, erzeugt
wird. Das Produkt dieser Algebra soll hier Grassmann-Produkt genannt werden und es ist durch
die elementare Relation

{Q%‘, ﬁj} = ﬁﬂs‘j + 19]‘19@‘ =0 (4.1)

definiert.
Ein Algebraelement der Form 9;,%,, ... ¥;,, wird homogen vom Grad m genannt. Jedes beliebige
Element f(¢) € Gry, 1ld8t sich als endliche Summe solcher homogenen Monome fj(9) darstellen:

FO) =) fi®)  mit (@)= D [0 0 (4.2)

k=0 11,82,...0
wobei die Argumente ¢, 99, ... ¥, zu ¢ zusammengefait wurden. In der Summe iiber iy, 49, ...,
nehmen die Indizes alle moglichen Werte aus {1,2,...,n} an. Wenn keine Fehldeutung moglich

ist, werden wir im folgenden Summenzeichen weglassen, wobei dann iiber doppelt vorkommende

!Diesen Phasenraum nennen wir um folgenden auch gp-Phasenraum oder bosonischen Phasenraum.
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4. Deformationsquantisierung der Grassmann-Algebra

Indizes zu summieren ist. Da die Monome 9;,9;, ... 0;, ‘pqtal_ antisymmetrisch in den Indizes sind,
muf} das gleiche auch fiir die komplexen Koeffizienten f;'"*"** aus (4.2) angenommen werden.
Mit einem Index an einer Funktion soll angedeutet werden, dafl es sich um einen Term der
Entwicklung gemifi (4.2) handelt. Einige Gleichungen werden nur fiir diese homogenen Terme
angegeben, wobei sie sich — sofern sie linear in den Funktionen sind — fiir beliebige Funktionen aus
Gry, durch eine Reihenentwicklung wie in (4.2) verallgemeinern lassen.
Elemente der Algebra, deren Entwicklung der Form (4.2) nur Terme mit (un)geraden k besitzt,

nennt man (un)gerade. Offensichtlich 148t sich die Grassmann-Algebra Gr,, als direkte Summe

Grp, = Gr® @ Gr(V (4.3)
schreiben, wobei GrS)) nur gerade und Grgll) nur ungerade Element enthélt. Eine Grofle f; vom
Grad [ ist daher Element aus Grgll mod 2), wobei die Zahl 0 jeden Grad hat. Mit diesen Definitionen
ergibt sich

figm € Grlltmmed2), (4.4)

wovon man sich leicht {iberzeugen kann. Eine Algebra mit dieser Eigenschaft nennt man Zo-
graduiert. Aus der Gleichung (4.4) folgt, dafl GrSP) eine Unteralgebra von Gr,, ist.

Betrachten wir nun zwei homogene Elemente f; und g,, der Grassmann-Algebra. Da alle Gene-
ratoren entsprechend der Gleichung (4.1) antivertauschen, erhilt man

figm = (=1 g fi. (4.5)
Das Grassmann-Produkt fiir beliebige zwei Elemente aus der Unteralgebra Gm(lo) ist daher symme-
trisch.

4.1.2. Involution und Hodge-Dual

Die Involution entspricht der komplexen Konjugation der_komplexen Zahlen bzw. dem Adjungieren
von Operatoren. Sie ist als bijektive Abbildung f — f der Grassmann-Algebra auf sich selbst
definiert, die die folgenden Regeln erfiillt:

0=, fg=gf, of=af, f=f Vg feGr,acC (4.6)

Eine Funktion f, fiir die f = f gilt, soll reell genannt werden.
Um 9y, ...9;, =9, ...9Y; wieder auf die Form 9;, ...9;, zu bringen, benétigt man 1 + 2 +
1

...+ m = 5m (m — 1) Vertauschungen, so daf wir die Gleichung

im im

g = (—1ymmD2 (4.7)

fiir ein beliebiges Algebraelement g,,, vom Grad m erhalten.
Als weitere Selbstabbildung der Grassmann-Algebra wird das Hodge-Dual * definiert. Fiir Mo-
nome ist diese Abbildung durch die Vorschrift

1

*(192‘1191‘2 . ’l%m) = m

€irizeimimsrimt2einVims Vimya - - - Vin (4.8)

festgelegt, wobei €;,4,. 4, der total antisymmetrische Tensor ist und {iber doppelt vorkommende
Indizes summiert wird. Offensichtlich bildet das Hodge-Dual ein Monom vom Grad m in ein Monom
von Grad n —m ab. Die Erweiterung auf beliebige Elemente der Grassmann-Algebra erfolgt durch
Linearitét.
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4.1.3. Differentiation

Analog zu 04,q; = 0,5 lautet die elementare Ableitung fiir Funktionen auf der Grassmann-Algebra
0y;,9; = 6;;. Diese Definition 148t sich verallgemeinern, indem man die Leibnitz-Regel benutzt.
Betrachtet man z.B. die Ableitung eines Monoms vom Grad m, 9y, (9,9}, ...7;,,), dann kann
man dies als Summe von m Termen schreiben, wobei im k-ten Term die Ableitung 0y, auf den
Faktor ¥;, wirkt. Um nun die Regel fiir die elementare Ableitung anwenden zu kénnen, mufl man
¥, mit den ersten £ — 1 Faktoren des Monoms vertauschen, so daf 7;, direkt neben Oy, steht.
Dieser Argumentation folgend erhalten wir

By, (95,9; Z D 0509500, 0 Dy D (4.9)
k=1

Wenn gy, eine Funktion vom Grad m ist, dann hat dy, g, folglich den Grad m — 1.

Im Gegensatz zur Ableitung von Funktionen auf dem gp-Phasenraum mufl man die Wirkung der
Ableitungen 5191, = 0y, und 5191. auf eine Funktion unterscheiden. Fiir Monome vom Grad 1 liefern
beide per Definition 19]-51% =0 = 5;91.19]' das gleiche Ergebnis. Da nun aber die Ableitung 5191. rechts
von dem Monom steht, mufl man bei der Anwendung der Leibnitz-Regel die Faktoren des Monoms
nach rechts durchkommutieren, so dafl sich ein anderes Vorzeichen ergibt. Der Zusammenhang
zwischen den beiden Ableitungen lautet

—

(19]'119]'2 E ﬁjm) 8191' - (_1)m—1 5191‘ (19]'1193'2 i 'ﬂjm) > (4'10)

wie man leicht zeigen kann.
Wenn wir im folgenden 0y,0y, (9192) schreiben, dann sind die Ableitungen in der Reihenfolge
von rechts nach links durchzufiihren, d.h. es wird die Klammerung dy, [8191 (9192)] impliziert. Fiir
die Ableitungen 879 gilt dementsprechend 19219181918192 = [(192731)8191]8192 Da die Elemente der

Grassmann-Algebra antikommutieren, gilt dies auch fiir die Ableitungen, wie man durch Vergleich
der beiden Gleichungen

81928191 (191192) = 8192192 =1 und 81918192 (191192) = —81918192 (192?91) = —(9191191 = -1 (4.11)

sehen kann.
Die Ableitung Oy,gm einer Funktion g, vom Grad m hat den Grad m — 1, so daB aus den
Gleichungen (4.7) und (4.10)

579igm = (71)(m71)(m72)/2 5191'9771 = (71)m71 8_;% ( (71)m(m71)/2 gm) = gmgﬁi (4'12)

folgt. Durch Iteration ist diese Regel auch auf mehr als eine Ableitung erweiterbar, wie das Beispiel

519151929 = (51929)5191 = 551925191 (4.13)

fiir zwei Ableitungen zeigt. Durch den Vergleich mit fg = gf kann man ablesen, daf die Involution
der Ableitungen durch

8_;91 5192 = 8_292 5191 = 51925191 mit 8_;% = 5192. (4.14)
definiert werden kann. Die Verallgemeinerung fiir mehr als zwei Faktoren ist offensichtlich.

4.1.4. Integration

Die Integration von Funktionen auf der Grassmann-Algebra wurde von Berezin [Ber1966] ent-
wickelt. Sie wird der Integration fj;o dz f(z) fir Funktionen auf C nachempfunden, indem man
folgendes verlangt:
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4. Deformationsquantisierung der Grassmann-Algebra

1. Das Integral [ dv; ordnet einer Funktion auf Gr,, eine komplexe Zahl zu.
2. Die Integration ist linear, also [ dd;(f(9) + g(¥)) = [ dV¥; f(9) + [ dV; g(V).
3. Sie ist invariant unter Translation, d.h. [ dd; f (9; + ;) = [ d9; f (9;) filr i # j.

Um die letzte Bedingung zu verstehen, machen wir uns klar, da§ auf Grund von (4.2) die allge-
meine Form der betrachteten Funktion f (9;) = a + b¥; lautet. Wegen der geforderten Linearitét
erhilt man somit

/d’ﬁif(’ﬁi-‘r’ﬂj) = /d’ﬁi ((l-i-b(l%-‘r’ﬁj)) = (a—O—bﬂj)/dﬁi—i—b/dﬂiﬁi. (4.15a)

Die Translationsinvarianz verlangt aber, daf3
/dﬁz f (79, + 19]) = /dﬁz f (191) = a/dﬁ, + b/d’ﬁﬂ?z (4.15b)

gilt. Die letzten beiden Gleichungen sind nur dann miteinander vertréglich, wenn wir [dd;1 =0
annehmen. Das Integral f dv;¥; kann man auf eine beliebige Konstante normieren. Wir wihlen
J d¥;9; = h, so daB die Generatoren ¥; implizit die Dimension V'l tragen.

Zusammenfassend ist somit die Integration auf der Grassmann-Algebra durch die Linearitiat und
die elementaren Integrale

/dﬁl 1=0 und /dﬁl 19@ =h (4.16)

eindeutig bestimmt. Mehrfache Integrale werden hintereinander ausgefiihrt, z.B.

/dﬁi/dﬂjf(m,ﬁj) — /dﬁi (/dﬁjf(ﬁi,ﬂj)> fiir i # j. (4.17)

4.2. Grassmann-Mechanik

Ahnlich zu Abschnitt 1.1 wird hier eine Mechanik mit Hilfe der Grassmann-Algebra formuliert.
Dabei stellt sich heraus, dafl man im Gegensatz zur konventionellen Mechanik in jedem Fall Zwangs-
bedingungen zu beriicksichtigen hat, was die Bestimmung der Bewegungsgleichungen erschwert.
Die folgende Diskussion basiert auf Abschnitt 6.2 aus dem Buch [KS1997].

4.2.1. Hamilton-Formalismus

Den Lagrange-Formalismus kann man auf Funktionen von Grassmann-Variablen iibertragen, wie
z.B. Berezin und Marinov in [BM1977] und Casalbuoni in [Cas1976] gezeigt haben. Dazu betrachten
wir die Lagrange-Funktion L(¥),) und fordern, da8 die Variation der Wirkung S = [ L(0, ?) dt
verschwindet. Genau wie auf dem Phasenraum mit kommutierenden Variablen ergibt sich auf diese
Weise die Euler-Lagrange-Gleichung %g—g - g—g =0.

Mit dem kanonischen Impuls 7 = 0L erhalten wir durch eine Legendre-Transformation? die
Hamilton-Funktion H(J,7) = I — L(¥, 7). Die Bewegungsgleichungen folgen dann aus der Be-
dingung 65 = 0, wobei die Wirkung S = [ L(¢, 7) d¢ nun eine Funktion von ¢ und = ist. Partielle
Integration fiihrt zu

to to
55’:/(519w+195ﬂ—5198,9H—5W0ﬂH) dt:—/(w (7 + 619H)+5w(i9+6ﬂH))dt, (4.18)
t1

t1

2Mit der Definition 7 = 8; L folgt unabhingig von L direkt 97 = 9,0, L = 0, so daB8 die Voraussetzung dym # 0
fur die Giltigkeit der Legendre-Transformation nicht erfiillt sein kann. In Unterabschnitt 4.2.2 werden wir auf
dieses Problem zuriickkommen.
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4.2. Grassmann-Mechanik

wobei die Vertauschung der Faktoren in dem Term V67 ein negatives Vorzeichen liefert. Mit der
Bedingung 65 = 0 liest man aus (4.18) schlieflich folgende Hamilton-Gleichungen ab:

V=-0,H und 7=—0yH. (4.19)

Bis auf die Struktur der Vorzeichen #hneln diese Gleichungen denen in (1.3). Da 9 und 7 vom
Grad eins sind, mufi H eine Funktion vom Grad zwei sein.
Die Hamilton-Gleichungen kann man benutzen, um die Poisson-Klammer der Grassmann-Me-
chanik zu bestimmen. Dazu leiten wir die Observable f(1, 7;¢) nach der Zeit ab:
af 3f of

- = —((0eH) Oof) + @oH) (Ofu)) + Gy (420)

Diese Gleichung ist linear in f, so dal man sie fiir jeden Term f,,, der Entwicklung von f getrennt
betrachten kann. Da H vom Grad 1 ist und 9y f,, vom Grad m — 1, folgt aus (4.5):

(O H) Do fn) = (—1)™ " (D fm) (OnH) = (fyg) (3 H), (4.21)

wobei im letzten Schritt (4.10) benutzt wurde. Die entsprechende Gleichung fiir (OyH) (Or fim)
erhélt man durch die Vertauschung von 9 und .
Die Bewegungsgleichung (4.20) kann daher in

Votrmer 2w {f0bp = 1007+ 8:50)g (4.22)

=90f +70:f + 5

umgeformt werden, wobei analog zur Bewegungsgleichung (1.6) die Poisson-Klammer {f, g} ein-
gefithrt wurde.

4.2.2. Diskussion der Zwangsbedingungen

In diesem Unterabschnitt iiberlegen wir uns, welche Form die Lagrange-Funktion haben kann.
In der herkémmlichen Mechanik wird das freie Teilchen durch L = mg?/2 beschrieben. Daher
konnte man annehmen, daf die Lagrange-Funktion des freien Teilchens in der Grassmann-Mechanik
proportional zu ¥? ist. Diese GroBe ist aber identisch Null, so daf3 L nur linear in ¥ sein kann.

Dies fiihrt zu dem Problem, dafl der kanonische Impuls 7 = 9;L nicht mehr von 9 abhéingt,
so daf 9ym = 0. gilt Daher kann man L nicht mehr als Funktion von ¢ und 7 darstellen, was
aber gerade die Voraussetzung bei der Herleitung der Bewegungsgleichungen war. Um dennoch
mit H = Jr — L(v, 19) eine Funktion zu erhalten, die nicht mehr von 9 abhéngt, mufl die Lagrange-
Funktion von der Form L(9,9) = dr — V(¢9) sein. Auf diese Weise hingt die Hamilton-Funktion
nur noch von ¢ ab und man erhilt H = V(¢).

Mit dieser Wahl von L wird die Definition des kanonischen Impulses = = 9, L trivial. Da H nur
von ¢ abhingt, nehmen wir an, dal das gleiche auch fiir 7 gilt. Wie zuvor mufl der kanonische
Impuls vom Grad 1 sein und folglich ist 7 proportional zu . Wir verlangen, daf§ sowohl H = V()
als auch L reell sind, so dal 7 einen imaginéren Vorfaktor haben muf. Eine mogliche Wahl lautet
daher m = —i}/2, womit sich die Lagrange-Funktion

Lwﬁpﬁm—wm:%w—vw) (4.23)
ergibt.
Bei der Gleichung @ = —it/2 handelt es sich um eine Zwangsbedingung, die in diesem Fall

aussagt, dafl die Grofle ¥ und der dazugehorige kanonische Impuls voneinander abhéngen. Die
offensichtliche Verallgemeinerung fiir Gr,, lautet

L(’l91,192,...,19m) = %Z’ﬂi{%—‘/(ﬂl,ﬁg,...,ﬁm) mit Wl:aﬁL:—%i% (424)
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4. Deformationsquantisierung der Grassmann-Algebra

4.2.3. Die Dirac-Klammer

Die Gleichung 7 = —i1/2 1&8t sich auch in der Form x = 7 + /2 = 0 ausdriicken. Da die
Poisson-Klammer {x,x}p = i{d¥,7} = —i von Null verschieden ist, handelt es sich um eine
Zwangsbedingung zweiter Art.

Um eine solche Zwangsbedingung zu beriicksichtigen, muff man die Poisson-Klammer aus (4.22)
durch die Dirac-Klammer ersetzen. In diesem Fall lautet sie

e ixgle

Doxte {f:9yp —i{f,x3p X 9} p = —if (Dodg)g.  (4.25)

{f.atp=A{f.g}p

Fiir ein System, das mit n Generatoren 1J; beschrieben wird, erhélt man analog dazu

{f.9}p = —if (Z 5191-5192-) g. (4.26)

=1

Eine ausfiihrlichere Herleitung von (4.26) ist in [HH2002a] zu finden. Die Definition der Dirac-
Klammer geht auf [Dir1966] zuriick.
Mit der Dirac-Klammer (4.26) kénnen wir schliellich die korrigierte Bewegungsgleichung

df of
- = H = 4.2
T pmy,+ (1.27)
angeben.

Nun soll noch die Symmetrie der Dirac-Klammer (4.26) bestimmt werden. Da f;0y, vom Grad

[ —1ist und 8_;9igm vom Grad m — 1, folgt aus Gleichung (4.5)

n

{fi,9mbp = —iz (199,) (89,9m) = —i(—1)(=Dm=D Z (99,9m) (fiD,)- (4.28)

i=1 i=1

Um dies wieder in der Form einer Dirac-Klammer schreiben zu kénnen, wenden wir Gleichung
(4.10) an:

{f1,9m}p = —i(=1) DD (—ym=t (1)~ ngéﬂﬁmfl =i(—1)" ngéﬂﬁmfl (4.29)

i=1 i=1

Daher ergibt sich schliellich

{flagm}D = _(_1)lm {gmafl}D~ (4'30)

4.3. Das Grassmann-Moyal-Produkt

In diesem Abschnitt fithren wir ein Sternprodukt fiir Elemente der Grassmann-Algebra ein, das
dhnliche Eigenschaften besitzt wie das Moyal-Produkt des gp-Phasenraums. Mit diesem Produkt
148t sich eine Klammer definieren, mit der die Grassmann-Algebra zu einer graduierten Lie-Algebra
wird.

4.3.1. Definition

In Abschnitt 1.4 haben wir das Moyal-Produkt als Deformation der punktweisen Multiplikation
von Funktionen auf dem gp-Phasenraum eingefiihrt. Dabei wurde verlangt, dafl das 1/ik-fache der
Kommutatorklammer mit diesem Produkt im Grenzfall A — 0 in die Poisson-Klammer? {ibergeht.
Dadurch ist das Moyal-Produkt aus Gleichung (1.41) eindeutig bestimmt.

3Da dort keine Zwangsbedingungen vorliegen, ist die Poisson-Klammer identisch mit der Dirac-Klammer.
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4.3. Das Grassmann-Moyal-Produkt

Auf dhnliche Weise wollen wir hier ein Sternprodukt fiir Funktionen auf Gr, definieren. Da die-
ses Produkt eine Deformation des Grassmann-Produkts ist, soll es hier Grassmann-Moyal-Produkt
genannt werden. Eine auf diesem Produkt basierende Klammer, die mit der Dirac-Klammer ver-
gleichbar sein soll, mufl notwendigerweise die gleiche Symmetrie aufweisen. Wir wihlen daher

{flagm}* = fl *gm — (_1)lmgm * fm (4.31)

als Ansatz fir die Grassmann-Moyal-Klammer. Auf Grund der Linearitét in beiden Argumenten
fi und g, ist diese Klammer auf alle Elemente der Grassmann-Algebra anwendbar.

Mit der Definition der Grassmann-Moyal-Klammer aus (4.31) lassen sich die wesentlichen For-
derungen an das Grassmann-Moyal-Produkt in den beiden Gleichungen

lim frg=fg  und 1%% {f.9t.=1{f.9}p=—if <Z 519i519i> g (4.32)

i
h— :
=1

Zubammenf&bsen. ES iSt leiCht zu Zeigen, daﬁ daS Sternprodukl

diese Voraussetzungen erfiillt. Man beachte, dafl zur Reihenentwicklung des Grassmann-Moyal-
Produkts im Gegensatz zum Moyal-Produkt aus Abschnitt (1.4) immer nur endlich viele Terme
beitragen, wie an zwei Beispielen im Anhang B.1 demonstriert wird.

Bemerkungen:

e Die fundamentale Grassmann-Moyal-Klammer lautet {9;,9;}, = hd;;, so da8 die Gene-
ratoren 1J; mit dem Grassmann-Moyal-Produkt eine Clifford-Algebra erzeugen. Dies wurde
bereits in [BFFT1978b, S. 123] angedeutet. Deformiert man also das Produkt der Grassmann-
Algebra zu dem Grassmann-Moyal-Produkt (4.33), dann kann man von einer Cliffordisierung
sprechen. Andere Zugénge zu Clifford-Algebren wurden von B. Fauser untersucht, wobei hier
insbesondere auf seine umfassende Habilitationsschrift [Fau2002] verwiesen werden soll. Dort
wird gezeigt, wie man diese Methoden fiir die Quantenfeldtheorie nutzbar machen kann.

e Genau wie in [HH2002a| basiert diese Herleitung des fermionischen Moyal-Produkts auf der
Dirac-Klammer. Man beachte aber, da§ die Definition der Klammer {f, g}, von derjenigen
in [HH2002a] abweicht.

e Bei der in Abschnitt 4.2 beschriebenen Grassmann-Mechanik handelt es sich um sogenannte
pseudoklassische Physik, die eine Verallgemeinerung des Begriffs der klassischen Physik dar-
stellt. Obwohl bekannt ist, daf} Clifford-Algebren eine wichtige Rolle in der Quantenmechanik
spielen, handelt es sich bei der hier diskutierten Deformation des Grassmann-Produkts daher
nicht um eine ,,Quantisierung* im engeren Sinne.

4.3.2. Elementare Eigenschaften des Grassmann-Moyal-Produkts

Das in Gleichung (4.33) definierte Grassmann-Moyal-Produkt ist assoziativ:

(fxg)*xh=fx*(gxh). (4.34)

Fiir eine Algebra mit nur einem Generator wird die Assoziativitit dieses Sternprodukts im Anhang
B.2 bewiesen.
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4. Deformationsquantisierung der Grassmann-Algebra

Genau wie das Moyal-Produkt fiir Funktionen auf dem gp-Phasenraum ist auch das Grassmann-
Moyal-Produkt aus (4.33) hermitesch im Sinne von Gleichung (1.47). Unter Anwendung von Glei-
chung (4.12) erhalten wir z. B. fiir den Fall n = 1:

_  _—— hVF=—=— - h>=—Y7T—+=—C - h, 6 < N _
fxg=[fg+ §(f319) (Ovg) =gf + 5(3199) (fo9) =gf + 5(9319) (D9f) =g f. (4.35)
Die Verallgemeinerung fiir beliebige Werte von n ist ebenfalls moglich.

Dariiber hinaus kann man auch hier das Grassmann-Moyal-Produkt bei der Integration iiber
den gesamten Phasenraum durch das gewohnliche Produkt der Grassmann-Algebra ersetzen:

/dﬁl...dﬂnf*g:/dﬁl...dﬁnfg. (4.36)

Im folgenden wird diese Gleichung fiir n = 1 bewiesen, wohingegen der allgemeine Beweis im
Anhang B.3 zu finden ist.

Wir betrachten die beiden Funktionen f und g auf einer Grassmann-Algebra mit nur einem
Erzeuger 9. Die allgemeine Form dieser beiden Funktionen lautet dann f = a+ b9 und g = ¢+ d9,
wobei a, b, ¢ und d beliebige komplexe Zahlen sind. Damit folgt

fg=ac+ (b+d)9 und fxg=fg+ (a+b9)dgdy(c+d9) =ac+ (b+d)9+bd. (4.37)

Der Gleichung (4.16) zufolge triigt bei der Integration [dv dieser beiden Gleichungen nur der
Term proportional zu ¢ bei, so daB man sowohl fiir [d¥ fg als auch fiir [ d¥ f * g das Ergebnis
b+ d erhalt.
Wie bereits in Gleichung (4.3) angegeben wurde, kann man die Grassmann-Algebra Gr, als
direkte Summe
Gr, = Gr® @ GrV (4.38)

schreiben, wobei die Funktion f; vom Grad [ ein Element aus Grgf mod2) 4t

Aus der Definition des Grassmann-Moyal-Produkts (4.33) geht hervor, dafi die Ableitungen dort
nur in der Form von Bidifferentialoperatoren (;9_191.5192. auftreten. Da die Erzeuger in ¥;, ...9;, *
¥j, ... 7Y}, somit immer paarweise wegfallen, bleibt die Z,-Graduierung der Grassmann-Algebra
auch mit dem deformierten Produkt erhalten. Dies kommt in der Gleichung

fi % gm € Gr{i#mmod2) (4.39)
zum Ausdruck, wobei der Grenzfall i — 0 wieder zu der Gleichung (4.4) fiihrt.

4.3.3. Eine graduierte Lie-Algebra

Betrachten wir nun die Grassmann-Moyal-Klammer, die in Gleichung (4.31) definiert wurde:

{figm}b, = fi % gm — (1) g * fi. (4.40)

Da die beiden Terme jeweils Elemente aus Grg+m mod2) sind, erhélt man auch mit diesem Produkt
die gleiche Graduierung wie in Gleichung (4.39):

{f1,9m}, € GrlFmmod2) (4.41a)

Die in (4.31) bzw. (4.40) angegebene Definition wurde so gewihlt, daf die Grassmann-Moyal-
Klammer die gleiche Symmetrie aufweist wie die Dirac-Klammer. Entsprechend zur Gleichung
(4.30) gilt daher

{frsgm}s = — (=)' {gm, fi}. - (4.41D)

Mit der Assoziativitit des Grassmann-Moyal-Produkts fithrt die letzte Gleichung zu der verallge-
meinerten Jacobi-Identitéat

(_1)km {fk7 {917 hm}*}* + (_1)lk {gl’ {hma fk}*}* + (_1)ml {hm, {fk7gl}>k}* =0. (441C)

Die letzten drei Gleichungen zeigen, daf} es sich bei dem Vektorraum Gr,, mit der Grassmann-
Moyal-Klammer als Produkt um eine graduierte Lie-Algebra handelt.
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4.4. Zeitentwicklung und Spektraltheorie

Im ersten Unterabschnitt werden wir zunéchst die Herleitung der quantisierten Bewegungsglei-
chung abschlieen. Die darauf basierende Spektraltheorie wird im darauffolgenden Unterabschnitt
analog zur bosonischen Deformtationsquantisierung definiert. Schliefilich gehen wir im letzten Un-
terabschnitt noch auf die Definition der Spur ein, mit der man Erwartungswerte bestimmen kann.

4.4.1. Zeitentwicklung von Observablen

In Gleichung (4.27) wurde bereits die Bewegungsgleichung der pseudoklassischen Mechanik an-
gegeben, die unter Verwendung der Dirac-Klammer auch die vorliegenden Zwangsbedingungen
beriicksichtigt.

Die Quantisierung wird nun durchgefiihrt, indem man die Dirac-Klammer durch die Grassmann-
Moyal-Klammer aus Gleichung (4.31) ersetzt. Auf diese Weise ergibt sich die quantenmechanische
Bewegungsgleichung

1 1 1
TR T O R TN (4.42)
Da die Hamilton-Funktion H vom Grad 2 ist, kann die Grassmann-Moyal-Klammer hier durch die
gewohnliche Kommutatorklammer ersetzt werden.
Die Bewegungsgleichung (4.42) ist bis auf das verwendete Sternprodukt identisch mit (1.86).
Fiir eine zeitunabhéngige Hamilton-Funktion kann man daher auch hier die formale Losung auf

die gleiche Weise angeben. Sie lautet

oo k
) = Bxp (0« F0) + Bxp (110) mit Bxp (1) = ™™/ = Y 0 () %, aas)
k=0

wobei im Sternexponential Exp (Ht) hier das Grassmann-Moyal-Produkt benutzt wird.

4.4.2. Spektraltheorie

Wie sich gezeigt hat, gleicht das Grassmann-Moyal-Produkt dem bosonischen Moyal-Produkt.
AuBlerdem ergibt sich in der fermionischen Deformationsquantisierung fiir die Observablen eine
Zeitentwicklung, die formal identisch mit derjenigen in der bosonischen Theorie ist. Daher nehmen
wir an, dafl auch in der fermionischen Theorie die Projektoren und deren Energieniveaus wie in
Abschnitt 1.7 iiber das Sternexponential ermittelt werden kénnen. Um die Argumentation aus der
bosonischen Deformationsquantisierung nicht wiederholen zu miissen, iibernehmen wir die Ergeb-
nisse zur Spektraltheorie aus der bosonischen Theorie, ohne daf hier eine ausfiihrliche Herleitung
prasentiert wird.

Fiir eine zeitunabhéingige Hamilton-Funktion H ist das Sternexponential aus Gleichung (4.43)
gerade die Losung der Differentialgleichung

ih% Exp (Ht) = H « Exp (Ht) . (4.44)
Uber die Fourier-Dirichlet-Entwicklung

Exp (Ht) = Z rge Bh (4.45)
E

legt das Sternexponential das Spektrum der Eigenwerte E zur Hamilton-Funktion H und die zu-
gehorigen Projektoren 7y fest. Die auf diese Weise definierten Projektoren erfiillen die Gleichungen

Hx«ng=FE7g, TE*Tg =0ppTE und ZWE:L (4.46)
E

wobei die erste die Sterneigenwertgleichung ist und die letzten beiden Gleichungen die Projekto-
reigenschaft der Projektoren wiedergeben.
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4. Deformationsquantisierung der Grassmann-Algebra

4.4.3. Definition der Spur und Normierung

Die (fermionischen) Projektoren auf der Grassmann-Algebra liefern nur dann eine sinnvolle quan-
tenmechanische Beschreibung, wenn man mit ihnen Erwartungswerte von Observablen bestimmen
kann. Wie in Gleichung (1.37) zu sehen ist, geschieht dies fiir herkdmmliche (bosonische) Wigner-
Funktionen mit Hilfe einer Spur, die durch eine Integration iiber den gesamten gp-Phasenraum
definiert ist. Fiir fermionische Projektoren werden wir die Spur auf dhnliche Weise festlegen.

Mit Hilfe des Hodge-Duals aus Gleichung (4.8) definieren wir die Spur der Grassmann-Algebra
als die lineare Abbildung

Tr(f) /dﬁn d9p_1...do1 % f. (4.47)

Die Bezeichnung als Spur ist unter anderem durch die Giiltigkeit der Gleichung

Tr(f + g) = Tr(g * f) (4.48)

gerechtfertigt, die in Anhang B.4 bewiesen wird. Das Hodge-Dual in der Definition (4.47) ist
notwendig, damit nur solche Terme von f zur Spur beitragen, die den Grad 0 haben.
Der Proportionalititsfaktor in (4.47) ist so zu wéhlen, daf} die Projektoren die Normierungsbe-
dingung
Tr(rg) =1, (4.49)

erfiillen. Wenn sich das betrachtete System in dem Zustand befindet, der durch den Projektor mg
beschrieben wird, dann kann der Erwartungswert der Observablen f durch

(f) =Te(f *7g) (4.50)

bestimmt werden.

Implizit ist die Normierung der Projektoren bereits durch die Gleichung ngp*7mgp = g aus (4.46)
festgelegt. Im Abschnitt 1.7 wurde gezeigt, daf} alle bosonischen Projektoren die gleiche Normierung
(1.104) besitzen. Daher wollen wir annehmen, daf§ auch hier die Spur von allen Projektoren das
gleiche Ergebnis liefert. Nur dann kann man die Normierungsbedingung (4.49) einfach durch die
Wahl des Proportionalitétsfaktors in (4.47) anpassen.

Wir nehmen also an, daf3

/dﬁn dOp_1...d0y x7p =C (4.51)

fiir alle Projektoren m g die gleiche Zahl C' ergibt. Der Proportionalititsfaktor der Spur (4.47) wird
dann durch die letzte Gleichung aus (4.46) festgelegt. Durch Anwendung von [ d¥,, ...dd1* auf
beiden Seiten erhilt man
ﬁn
ZC:#(E)(J;/dﬁndﬂn,l...dmu:h” & C=-——f, (4.52)
— #(E)

wobel #(E) die Anzahl der Energieniveaus im Spektrum angibt. Der Vergleich von (4.51) mit
(4.47) zeigt, daBl der Proportionalititsfaktor C ! ist. Die Spur lautet daher

() =12

Falls die Energieniveaus entartet sind und man die Projektoren eines Niveaus mit weiteren Indizes
differenziert, dann ist #(E) durch die Anzahl der unterschiedenen Zusténde zu ersetzen.

Bemerkung: In Kapitel 7 werden wir die Spur (4.47) in einem anderen Kontext verwenden. Dort
wird der Proportionalitidtsfaktor so gewiihlt, das die Spur (4.47) iiber einen Isomorphismus einer
Matrixspur entspricht.
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4.5. Vereinigung mit der bosonischen Theorie

Da im folgenden verschiedene Sternprodukte auftreten, werden wir sie mit einem Index unter-
scheiden. Das (bosonische) Moyal-Produkt wird mit %; bezeichnet, wihrend das Symbol *¢ das
(fermionische) Grassmann-Moyal-Produkt représentiert.

4.5.1. Das Super-Moyal-Produkt

Um Systeme im gpv-Phasenraum quantisieren zu kénnen, miissen das Moyal- und das Grassmann-
Moyal-Produkt zu einem Sternprodukt vereint werden. Die Gleichungen (1.45) und (4.33) legen
die Definition

IhEh = = = = h&s =
gxsG = gexp EZ(aqiapi—amaqi) +§Zaﬁjaﬁj G (4.54)
i=1 j=1

nahe, wobei wir dieses Produkt Super-Moyal-Produkt nennen wollen. Ein dhnliches Produkt wird
auch in [Zac2000b] erwéhnt.
Jede Funktion auf dem gp¥-Phasenraum kann man wie in Gleichung (4.2) in der Form

ngG
9(q,p,9) = Z Z 9" (g, p) 93, 0y - . 03, (4.55)
k=011,i2,...in
angeben, wobei die Koeffizienten g,iliQ“'i’“ (g,p) jetzt Funktionen auf dem gp-Phasenraum sind. In
der letzten Gleichung stehen ¢, p und ¥ als Abkiirzung fiir alle Variablen g¢;, p; bzw. 9;.

Wie die Gleichung (4.55) zeigt, kann jede Funktion als endliche Summe von Termen der Form

9k(q,p, V) = blq, p) fx(V) (4.56)

geschrieben werden, wobei f(¢) eine Funktion vom Grad k ist. Der Funktion gx(q,p, ") wollen
wir daher auch den Grad k zuordnen. Die Zerlegung der Grassmann-Algebra Gry,, aus (4.38) kann
man direkt auf den gp¥-Phasenraum iibertragen:

SGryy, e = SGr® @ sGr(Y

nyM,NG ny,NG

(4.57)

wobei SGrﬁLOA){,nG nur gerade und SGrgjejynG nur ungerade Elemente enthélt. Im folgenden betrachten
wir nur Funktionen von der in (4.56) angegebenen Art, wobei die Verallgemeinerung immer mittels
(4.55) moglich ist.

In dem Super-Moyal-Produkt aus Gleichung (4.54) treten keine Bidifferentialoperatoren auf, die
bosonische und fermionische Ableitungen gemeinsam enthalten. Daher kann man den bosonischen

und fermionischen Anteil eines Sternprodukts getrennt berechnen, was in der Gleichung

(b(p, q) f1(9)) x5 (B(p, q) Fin(9)) = (b(p,q) ¥ B(p,q)) (f1(9) ¢ Fin(9)) (4.58)

zum Ausdruck gebracht wird. Diese Gleichung zeigt, daf sich ein Produkt der Form b(p, q) fi(9)
ghnlich einem Tensorprodukt verhilt. Daher kann man Regeln wie z.B.

({6, @), B(p, )}, [i(®), Fn(9)),,
+ [b(p,9), B(p, 9., {fi®), Fu(9)},,)  (4.59)

NN

b(p, q) f1(9), B(p,q) Fn(9)],, =

aus der Tensoralgebra iibernehmen.
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4. Deformationsquantisierung der Grassmann-Algebra

Da die beiden Sternprodukte xj; und *¢ hermitesch sind, folgt aus Gleichung (4.58), dafi das
gleiche auch fiir das Super-Moyal-Produkt

g*sG=Gxsg (4.60)

giiltig ist.
Die Gleichung (4.39) besagt, daBl das Produkt f;(9) xg F,(9) aus (4.58) ein Element aus
Grg+m mod2) ist. Mit den Definitionen

9i(¢,p,9) = b(g,p) (W)  und  Gn(q,p, V) = B(g,p) Fin (V) (4.61)

folgt aus (4.58) daher
91(4:p,9) %5 Gm(g,p, 9) € SGr{lfmmed?., (4.62)

MG

Dies zeigt, dafl der gp¥-Phasenraum mit dem Super-Moyal-Produkt ebenfalls eine Zy-graduierte
Algebra bildet.

4.5.2. Die Super-Moyal-Klammer

Bisher sind wir den beiden Klammern

[b(¢:p), B(¢,p)]s,, = b(a,p)*m B(g,p) — B(q,p) *um bq,p) (4.63a)
ud  {H0), Fu(}, = ()% Fa(9) = (=)™ Fu(9) x¢ fi(¥) (4.63b)

begegnet, wobei es sich hier um die Moyal-Klammer (1.43) und die Grassmann-Moyal-Klammer
(4.31) handelt. Mit Hilfe des Super-Moyal-Produkts kann man diese beiden Klammern zur Super-
Moyal-Klammer

{91(q: 9, 9), G (4, 0,9) } . = 91(¢, 1, 9) %5 Gin (¢, 0, 9) — (=)™ Gr(q, 0, 9) 5 gi(q,p,9)  (4.64)
S

vereinen. Fiir [ = m = 0, also ohne ¥-Abhéngigkeit, erhilt man einerseits die Moyal-Klammer
zuriick. Falls die Funktionen g; und G,, nicht von ¢ oder p abhéngen, ergibt sich andererseits die
Grassmann-Moyal-Klammer.

Analog zur Argumentation aus Unterabschnitt 4.3.3 folgt aus den Gleichungen (4.62) und (4.64),
dafl es sich bei dem Phasenraum SGry,, », zusammen mit der Super-Moyal-Klammer um einen
graduierte Lie-Algebra handelt. Dies kommt in den folgenden drei Zeilen zum Ausdruck:

{1(a.p,9), Glg.p,9)},, € SCrmmot?), (4.65a)
{gl(qap719)aGm(q7pa 19)}*3 = - (_1)lm {Gm(qapa ﬁ)agl(qvpa 19)}*5 und (465b)

(=™ {hrs {91, Gmbog by + (D" {90 AGm b} + (1™ G (ks i}, ), = 05 (4.65¢)

wobei in der letzten Gleichung auch hy von der Form ist, die in Gleichung (4.56) angegeben wurde.

4.5.3. Bewegungsgleichung und Spektraltheorie.
Die beiden Bewegungsgleichungen aus (1.86) und (4.42), die sich in der Form

d 0
%b(Qapvt) - % [b((va t)aH(Q?p7 t)}*M + &b(Qapvt) (4663')
d 1 0
und %f(ﬁﬂ t) - % [f(ﬁ) t)) H(197 t)]*G + af(ﬁ, t) (466b)
schreiben lassen, kénnen wir zu
1 0
%g(qal% 197 t) - ﬁ [g(qapv 197 t)’ H(q,pv 197 t)]*s + &g((bp) 197 t) (467)
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4.5. Vereinigung mit der bosonischen Theorie

vereinen. Wenn man die Funktion g(g,p,d;t) durch b(q, p;t) oder f(1;t) ersetzt, erhélt man mit
Hilfe von Gleichung (4.58) jeweils eine der beiden zuvor genannten Gleichungen zuriick. Fiir eine
zeitunabhéngige Hamilton-Funktion lautet die formale Losung dieser Differentialgleichung wie im
bosonischen und fermionischen Fall

9(q,p,0;t) = Exp, (Ht) *s g(q, p,?;0) x5 Exp, (Ht), (4.68)

wobei im Sternexponential diesmal das Super-Moyal-Produkt auftritt.
Das Sternexponential bildet wie in den Abschnitten 1.7 und 4.3 die Grundlage der Spektraltheo-

rie. Uber seine Fourier-Dirichlet-Entwicklung bestimmt es das Spektrum des Energieniveaus Eg

und die dazugehorigen Projektoren ﬂ'%si

1/ t\F »
Exp, (Hs(q,p, 0)t) = 7 (zh) HEs = " np(q.p.0) e Fst/h, (4.69)
k=0 Eg

4.5.4. Ein Spezialfall
Eine besonders einfache Situation tritt auf, wenn die Hamilton-Funktion von der Form

ist, wobei wir in Abschnitt 5.2 ein Beispiel eines solchen Systems diskutieren werden. Auf Grund
von Gleichung (4.58) zerfiillt das Sternexponential in zwei Faktoren, wie die Gleichung

Exp, (Hs(q,p,?)t) = Exp,, (Hp(q,p) t) Exp, (Hp(9)t) (4.71)

zeigt. Den bosonischen und den fermionischen Teil dieses Problems kann man daher separat be-
handeln.

Wenn wir die Fourier-Dirichlet-Entwicklung des bosonischen und des fermionischen Sternexpo-
nentials als

Exp,, (Hp(q,p)t) = Y 70, (¢.p) e FP/" und  Exp, (Hp(0)t) =Y wp (9) e Frilt (4.72)
Ep Er
schreiben, dann folgt aus Gleichung (4.71)
Exp, (Hs(q,p,0)t) = > 72, (q,p) wp,(0) e ForEmt/h, (4.73)
Ep,Er
Aus dem Vergleich mit (4.69) liest man
w%s(q,p, ) = W%B(q,p) ﬂ'gF(ﬂ) und Eg=FEp+ Er (4.74)

ab. Die Projektoren sind also gerade die Produkte der bosonischen und fermionischen Projektoren
und die Werte des Energiespektrum ergeben sich aus der Summe der Energieniveaus der beiden
Teilsysteme.

Bemerkung: Die in (4.74) angegebene Form des Projektors stellt auflerdem sicher, daf die Stern-
eigenwertgleichung erfiillt ist. Um dies zu zeigen, benutzen wir die Tatsache, dafi die Projektoren
aus (4.72) die beiden Sterneigenwertgleichungen

Hp(q,p) *m 75,(¢,p) = Egmpy(q,p)  und  Hp(9) xg ng,(9) = Ep ng, (1) (4.75)
erfiillen. Dies fithrt mit Gleichung (4.58) zu
Hs(q,p,0) xs 7iy(q,;0,9) = (Hp(q,p) *a Thy(0:0)) Wiy (9) + 75y(¢, ) (HE (9) Ty (9))
= (Ep+EF) WEB(CZ,P) WgF(ﬁ)
= ES ’/T%s(cbpa 19)’ (476)

so daf} auch die Sterneigenwertgleichung des Gesamtsystems erfiillt ist.
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4. Deformationsquantisierung der Grassmann-Algebra

4.5.5. Definition der Super-Spur

Die Definitionen der bosonischen (1.61) und der fermionischen Spur (4.53) kénnen wir zu einer
Spur auf dem gpi-Phasenraum vereinen. Fiir 2n,; bosonische Freiheitsgrade und ng Generatoren
der Grassmann-Algebra erhdlt man

#(Er) <1
hna 27h

s
Trs(g(q,p,9)) = ) /dq1...dan dp ... dpn,, /dﬂnc~~-d191 *xg(q,p, ), (4.77)

wobei #(EF) die Anzahl der fermionischen Energieniveaus angibt.

Bei einer Funktion, die sich als Produkt eines bosonischen und eines fermionischen Faktors schrei-
ben 148t, kann man die Spur Trg auf folgende Weise in einen bosonischen und einen fermionischen
Faktor zerlegen:

Trs (b(q,p) f(¥)) = Trgp (b(q. ) Trc (£(9)). (4.78)

Zur Unterscheidung wurde die bosonische Spur mit Trg, und die fermionische Spur mit Trg be-
zeichnet. Wie sich zeigt, kann der bosonische und der fermionische Beitrag zur Spur in (4.78)
getrennt bestimmt werden.

Betrachten wir die in Gleichung (4.74) angegebenen Projektoren

T2(¢,p,9) = 7B (a0, ) TE,(0). (4.79)
Wenn wir annehmen, dafl die Projektoren der beiden Teilsysteme geméifl den Gleichungen
Trgp (ﬂ'gB(q,p)) =1 und Trg (ﬂgp(ﬂ)) =1 (4.80)
normiert sind, dann folgt aus Gleichung (4.78)
Trs (734(q,p,9)) = 1. (4.81)

Die Normierung von ﬂgB(q, p) und ng(ﬂ) impliziert daher auch die Normierung des Projektors
T4(¢, D, V).
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5. Der supersymmetrische Oszillator

Als erstes Anwendungsbeispiel der Algebra, die im vorhergehenden Kapitel eingefithrt wurde, wird
im ersten Abschnitt dieses Kapitels der sogenannte fermionische Oszillator diskutiert. Auch wenn
dieses System zunéchst ohne physikalische Motivation eingefiihrt wird, zeigen sich viele Parallelen
zum harmonischen Oszillator, den wir bereits aus Kapitel 2 kennen.

Im zweiten Abschnitt werden der harmonische und der fermionische Oszillator zu einem System
zusammengefafit. Wir demonstrieren, dafl es sich bei geeigneter Wahl der Parameter um ein su-
persymmetrisches System handelt. Diese Ergebnisse dienen als Grundlage, um im darauffolgenden
Kapitel das Landau-Problem eines Teilchens mit Spin zu behandeln.

5.1. Der fermionische Oszillator

In diesem Abschnitt gehen wir von einer Grassmann-Algebra mit zwei Generatoren 1 und 5 aus.
Die allgemeine Form der Lagrange-Dichte ist in Gleichung (4.24) angegeben, wobei der fermionische
Oszillator durch das (reelle) Potential Vi(91,92) = w2 definiert wird. In Unterabschnitt 4.2.2
wurde gezeigt, daf die zugehorige Hamilton-Funktion Hy identisch mit dem Potential ist und daher
erhalten wir sofort!

HF = iu)’l91192. (51)

Die nun folgende Diskussion orientiert sich in groben Ziigen am vierten Kapitel aus [HH2002a].

Der erste Unterabschnitt dient zur Bestimmung der Energieniveaus dieses Systems und der da-
zugehorigen Projektoren. Zur deutlichen Unterscheidung vom fermionischen Oszillator werden wir
den harmonischen Oszillator im folgenden auch als bosonisch bezeichnet. Die Ahnlichkeit beider
Systeme wird besonders in holomorphen Koordinaten deutlich, auf die wir im zweiten Unterab-
schnitt eingehen werden.

5.1.1. Bestimmung der Projektoren und Energieniveaus

Wie in Unterabschnitt 4.4.2 beschrieben wurde, kann man die Energieniveaus und die dazu-
gehorigen Projektoren mit Hilfe des Sternexponentials (4.43)

Exp(Hyt) = §OO L (i) e Eoo o (D) 5.2
xp(Hpt) = T\ "R =)y A (5.2)
k=0 k=0

bestimmen, wobei hier die Abkiirzungen
2Hr 2 wt
=—=—9%9 d T=— .
ho | porv2oum 2 (5:3)

verwendet wurden. Zuniichst ist also y** zu berechnen.
Im Anhang B.1 wird gezeigt, dafl das Grassmann-Moyal-Produkt (4.33) fiir n = 2 als

h s = s = R e s o~ -
f *g = fg + §f(61916191 + 81928192)9 - Zf6192619161926191g (54)

LGebrauchlicher ist die Definition Hp = —iwd192. Wenn man dieser Vorzeichenkonvention folgen will, muf3 man
im folgenden {iberall ¥J; und 92 vertauschen. Das Sternprodukt ist davon nicht betroffen, da es in diesen beiden
Variablen symmetrisch ist.
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5. Der supersymmetrische Oszillator

geschrieben werden kann. Damit erhalten wir
2\
yO* =1, yl* =lxy=y und y2* =yxy = (ﬁ) g x 9199 = 1, (5.5)

wobei die ersten zwei Gleichungen trivial sind. Alle weiteren y** ergeben sich, indem wir sukzessiv
das Grassmann-Moyal-Produkt mit y bilden. Aus (5.5) liest man dabei ab, da y** nur eine Funk-
tion von y sein kann. Dies dhnelt der Situation beim bereits in 2.1.4 besprochenen bosonischen
Ostzillator, wie der Vergleich mit (2.42) zeigt.

Auf Grund von y? = 0 besteht die Reihenentwicklung von »** nur aus den zwei Termen

yk* =cip+dpy. (5.6)

Die Rekursionsformel fiir die Folge der Koeffizienten kann bestimmt werden, indem wir die Glei-
chungen 1%y = y und y*y = 1 aus (5.5) betrachten. Man liest ¢, = dj_1 und dy = cx_1 ab, wobei
die Anfangsbedingungen ¢y = 1 und dy = 0 aus y** = 1 folgen. Diese Gleichungen lassen sich in

der Matrixform
e N _ (0 I\ [ k-1 \_ k(0 \_ k(]
(i) =0 o) (i) = (a)=(s) 62

zusammenfassen, wobei es sich bei 61 um eine Pauli-Matrix handelt. Gleichung (5.6) 148t sich
ebenfalls in dieser Matrixschreibweise darstellen:

= (g ) =wmat (). 6.9

Dieses Zwischenergebnis kénnen wir wiederum in das Sternexponential aus Gleichung (5.2) ein-
setzen. Aus 67 = I folgt e~ 1T = JcosT — i61 sin T, so daB wir mit der Rechnung
S ek
_ kx (7ZT) _ —i61T 1 _ N 1
Exp(Hpt) = ;Oy = (1,y)e "t < 0 )= (1,y)(IcosT —ioysinT) 0 (5.9)

das Sternexponential schliellich in der Form
Exp(Hpt) = cosT — iysinT (5.10)

angeben koénnen.

Um aus diesem Ergebnis durch den Vergleich mit (4.45) die Projektoren und die dazugehérigen
Energieniveaus bestimmen zu kénnen, mufl man die Fourier-Dirichlet-Entwicklung des Sternexpo-
nentials angeben:

1, . . 4 4 1 1 ,
Exp(Hpt) = 3 (e +e ) — % (e —e ™) = 3 (1+y)e T+ 3 (1—y)e. (5.11)
Mit T = wt/2 lesen wir daraus
1 1 9 hw
F . F
T 5(1-y) = 5—3012  mit 0 > (5.12a)
1 1 } hw
ud 7 = S(14y) = -+ 90 mit B =4 (5.12b)
2 2 h 2
ab, wobei sich die Energieniveaus auch in der Form
F 1
By, = ho (e - 5 (5.13)

zusammenfassen lassen.
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5.1. Der fermionische Oszillator

Mit den Gleichungen aus (5.5) kann man leicht beweisen, dafi die Projektoren aus (5.12) die
Sterneigenwertgleichung Hy *ﬂ'EF =FEn, TI'SF mit Hp = hwy/2 16sen und daf auflerdem die Projek-
toreigenschaften aus (4.46) erfiillt sind. In der folgenden Rechnung zeigen wir, daf§ die Projektoren
aus den Gleichungen (5.12) die Normierungsbedingung (4.49) erfiillen:

2 1 4 1
Fy _ _ _
Tl‘(ﬂ'o) = 73 /dﬂg dd % (2 - hl?ﬂ?g) = 73 /d’l92 ddyx1=1, (5.14)
wobei die Spur aus Gleichung (4.53) verwendet wurde. Die Rechnung fiir 7T§ liefert auf analoge

Weise Tr(r!) = 1.

Bemerkung: Der fermionische Oszillator ist typisch fiir ein System mit zwei Energieniveaus.
Wenn es zwei Losungen 71 der Sterneigenwertgleichung (4.46) gibt, dann lassen sie sich immer
in der Form 74 = (1 +y) /2 mit y *x y = 1 schreiben. Analog zur Gleichung (1.99) gilt auch hier
H =35 Eng, so daB wir dann die Hamilton-Funktion durch

H= (B + B )+ (B~ B )y (5.15)

darstellen koénnen. Der konstante Term (E 4+ E_) /2 bewirkt nur eine Verschiebung der Energie-
niveaus. Tritt dieser Term nicht auf, dann gilt immer |E,| = |[E_| = E und wir erhalten H = Ey,
was gerade der Definition aus Gleichung (5.3) entspricht.

5.1.2. Holomorphe Koordinaten

In der Diskussion des harmonischen Oszillators haben wir in Gleichung (2.18) die holomorphen
Koordinaten a und a eingefiihrt. Fiir den fermionischen Oszillator kann man die Koordinaten

! 1
V2 V2

definieren, die dhnliche Eigenschaften besitzen und daher auch holomorph genannt werden.
Um das Grassmann-Moyal-Produkt (4.33) fiir n = 2 in diesen Koordinaten angeben zu kénnen,

stellen wir zunéchst
oA oX
(&91): S0 oo <3A):1(1, 1,)<5A) (5.17)
Do, 2 2\ o5 V2 i —i) \ o5
fest. Daraus folgt

5 T = T =
= = = (g 10\ /[ s \ _ [ O 0 N\N( &\ _ sz r=

so dafl wir das Sternprodukt

A (91 + iv2) und A= —= (91 — o) (5.16)

frg= feh(BFaid) g (5.19)
erhalten. Aus den vier elementaren Grassmann-Moyal-Produkten
/\*5\:)\5\—1—;, 5\*)\:5\)\—1—7% und  AxA=AxA=0 (5.20)
ergeben sich unmittelbar die Antikommutatoren?
{MNAY, =R und  {X A}, ={A A}, =0. (5.21)

2Tatsichlich ist hier die Grassmann-Moyal-Klammer aus Gleichung (4.31) gemeint. In diesem Kontext werden
aber nur Groflen vom Grad 1 betrachtet, so daB sich die Grassmann-Moyal-Klammer zum Antikommutator

{f, 9}« = f * g+ g=* f reduziert.
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5. Der supersymmetrische Oszillator

Um zeigen zu kénnen, dafl auch hier die holomorphen Variablen die Rolle der Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren einnehmen, miissen wir die Projektoren aus (5.12) mit Hilfe dieser Groflen
angeben.

Aus der Definition der holomorphen Koordinaten (5.16) folgt

A\ = % (191 — 2192) (191 + 2192) = % (191192 — 192191) = 199 (5.22)

und daher la8t sich die Hamilton-Funktion des fermionischen Oszillators (5.1) auch in der Form

Hp = WA\ = w </\ * A — Z) (5.23)

angeben.
In den Projektoren (5.12) taucht die Grofle y = 2Hp/hw auf, die wir nun als y = 2A\/h schreiben
kénnen. Die Rechnungen

2 2=
A*A:l—ﬁ)\)\zl—y und AxA=14+ =14y (5.24)

2
h h h

fithren uns dann zu den Darstellungen

1 2 1 < 1 2< 1:
F_ — —_ — = — F = — — = —
™ =5 <1 h)v\) h/\* A und =3 <1 + h)\)\> h)\* A, (5.25)

mit denen man leicht die Erzeugungs- und Vernichtungseigenschaften der holomorphen Variablen
zeigen kann.
Mit Hilfe von A\** = X\?* = 0 folgt aus den Gleichungen (5.25)

Axmh *A=0 und Akl s« X =0 (5.26a)

und mit dem Antikommutator {\, A\}. = h ergibt sich

- - - 1- - -
Axmh x N = %)\*A*)\*A = ﬁ/\*(h_)‘*)‘)*)‘ = A%\ = hnb (5.26b)
< 1 < . 1 - - _
und  As7l s X = %)\*)\*/\*)\: %)\*(h—)\*)\)*)\:)\*)\:hﬂg. (5.26¢)

Durch die Definition 5 = 0 lassen sich die letzten drei Gleichungen zu

X*WEF*)\:h(nF—I—l) WEF_H und A*ﬁgp*;\:hnpﬂgF_l

(5.27)

zusammenfassen. Genau wie die Gleichungen (2.31) fiir den bosonischen Oszillator zeigt dieses
Ergebnis, dal die holomorphen Koordinaten den Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren der
herkémmlichen Darstellung der Quantenmechanik auf dem Hilbert-Raum entsprechen.

Um die Ahnlichkeit des fermionischen Oszillators mit dem bosonischen Oszillator zu verdeutli-
chen, werden wir die wesentlichen Gleichungen in Tabelle 5.1 gegeniiberstellen.

Bemerkung: Man beachte, dafl der Grundzustand aus (5.25) analog zu (2.35) auch in der Form

1 2 1 o5 1
F_L(,_2 _ 1 —2\W/h _ 1 —2Hp/hw 5
T =3 (1 h/\)\> 5¢ 5¢ (5.28)

angegeben werden kann.
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5.2. Kombinierter bosonischer und fermionischer Oszillator

H bosonischer Oszillator ‘ fermionischer Oszillator
Sternprodukt exp (h(ga Ja — }a*a)/Q) exp (h(é,ﬁ}\ + 55\5,\)/2)
(Anti-) [a,a), = h Py — ho
Kommutatoren [a,al. = [@,a]ls = 0 {MNAh = WA =0
Hamilton- Hp = waa Hy = wj\))
Funktion = w(@xa+h/2) = w(AxA—h/2)
Energie- ES = hw(ng+1/2) Ef = hw(np—1/2)
niveaus mit ng = 0,1,2,... mit np = 0,1
Erzeuger und || axmh xa = h(ng+1) WSBH Asmh o« X = h(np+1) WEFH
Vernichter | a * ’/I'EB xa = hnp WEB_l Ax ’/TEF * X\ = hng ’/I'EF_I

Tabelle 5.1.: Vergleich des bosonischen und fermionischen Oszillators. Zur deutlicheren Unterschei-
dung wurde bei einigen Groflen fiir den bosonischen Oszillator der Index ,,B“ ergéinzt.

5.2. Kombinierter bosonischer und fermionischer Oszillator

Im Rest dieses Kapitels treten verschiedene Sternprodukte auf, so dafl wir sie wie bereits in Ab-
schnitt 4.5 durch Indizes unterscheiden.

Wir betrachten in diesem Abschnitt ein System, das aus der Kombination eines bosonischen
und fermionischen Oszillators mit gleicher Frequenz w besteht. Die zugehorige Hamilton-Funktion
ergibt sich aus der Summe der beiden Hamilton-Funktionen Hg und Hp, die in Tabelle 5.1 zu
sehen sind.

Hg = Hg + Hp = w (Ga+ M) =w (a*p a+ A*g ). (5.29)

Im ersten Unterabschnitt wird das Sterneigenwertproblem dieses Systems gelost, wobei wir auf
die Ergebnisse fiir den bosonischen und den fermionischen Oszillator zuriickgreifen kénnen. Die
beiden darauf folgenden Unterabschnitte behandeln die Supersymmetrie dieses Oszillators.

5.2.1. Bestimmung der Projektoren und Energieniveaus

Gemif der Definition (4.54) vereinen wir die Sternprodukte #j; und xg zu dem Super-Moyal-
Produkt

Boe o eon e o e
f*sg = [exp <2(6aaa — 0q0, + 0,05 + 6/\8,\)> g. (5.30)
Die Hamilton-Funktion (5.29) entspricht gerade der in Gleichung (4.70) angegebenen Form, so dafl

wir die Erkenntnisse aus dem Unterabschnitt 4.5.4 hier anwenden kénnen.
Aus (4.74) folgt, dafl sich die Projektoren dieses Systems als Produkte der Form

7 o (a,@, M\ \) =72 (a,a)wE (A, N) (5.31)

angeben lassen. Hier sind 75 _(a,a) und 7}, (X, \) gerade die Projektoren des bosonischen bzw. des
fermionischen Oszillators, die man den Gleichungen (2.39) und (5.25) entnehmen kann. Die zu-
gehorigen Eigenwerte lauten

ES o =Ep 4+ EF = hw(ng +nr), (5.32)

nBp,nF

wobei ET]?B und EEF in der Tabelle 5.1 zu finden sind.
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5. Der supersymmetrische Oszillator

Aus den Gleichungen (2.35) und (5.28) folgt, dafl der Projektor des Grundzustands

ﬂ,(S]’O _ e—2(aa+5\)\)/h o 2Hs/hw (5.33)

lautet. Gemif der Gleichung (5.32) repriisentiert er einen Zustand mit der Energie E&O =0. Alle
anderen Energieniveaus sind zweifach entartet, denn es gilt

En o=FEy 1=hong fir np=1273_ ... (5.34)

nB,

Dies ist eine charakteristische Eigenschaft eines supersymmetrischen Systems. Dabei ist zu beach-
ten, dafl man die letzte Gleichung nur dann erhélt, wenn die Frequenz w der beiden Oszillatoren
aus (5.29) identisch gewihlt wird.

5.2.2. Supersymmetrie

In diesem Unterabschnitt werden wir auf die Supersymmetrie des zuvor diskutierten Systems
eingehen.
Wir definieren die dimensionslosen Groéfien

1 - 1 _
Qs+ = ﬁa)\ und Q- = ﬁd)\ =Q+, (5.35)

die eine Verbindung zwischen den bosonischen und fermionischen Anregungszusténden herstellen,
wie die beiden Rechnungen

Q4+ #5 T 0 %5 Q- (axp 7o, #+ara) (Nxamy +gA) = npmy, 1, (5.36a)

1
h2
S 1 B S, s
und Q- *s5Th,_11%s Qy = 72 (@xp 1 *ma) (Axgm) g A) = np Thpo  (5-36b)

fir ng > 1 zeigen. Hier wurden fiir die fermionischen Projektoren die Gleichungen (5.26b) und
(5.26¢) benutzt und die entsprechenden Relationen fiir die bosonischen Projektoren konnen der
Tabelle 5.1 entnommen werden. Die Zerlegung in zwei Faktoren, die jeweils im mittleren Teil der
beiden Gleichungen (5.36) zu sehen ist, beruht auf (4.58).

Wie man an den Gleichungen (5.36) erkennen kann, erlauben die Gréflen )+ Transformationen
zwischen den beiden Projektoren 7 5,0 und 7TnB 11 mit ng > 1. In Gleichung (5.34) wurde bereits
gezeigt, dafl diese Projektoren Zustande mit glelcher Energie beschreiben, so dafl )+ Generatoren
einer Symmetrietransformation sind. Da diese Transformationen Energie zwischen dem bosonischen
und fermionischen Teil des Systems umverteilen, handelt es sich um eine Supersymmetrie. Daher
werden die Gréflen Q1 auch SUSY-Generatoren genannt.

Die SUSY-Generatoren sind nilpotent, wie man an

Q+*SQ+_1(a*Ma)()\ sgA) =0 =  Q %sQ_ =0 (5.37a)

sehen kann, wobei die zweite Gleichung aus der Hermitezitdt des Super-Moyal-Produkts (4.60)
folgt. Es konnen noch zwei weitere Produkte aus den SUSY-Generatoren gebildet werden:

1 _

1 - 1
Qi xsQ_ = 72 (axpa) (Axg ) = ﬁaa)\)\ + == 5 ( + M) + 1 (5.37b)
1, - 1 1 - 1
und Q_ *g Q+ = ﬁ (a XN a) ()\ *G /\) = ﬁdd}\)\ —+ % ( -+ )\)\) — Z (537C)

Die Summe dieser beiden Gleichungen ist proportional zur Hamilton-Funktion Hg aus (5.29), so
daBl wir schlieflich B
Hs = w (aa + A\) = hw {Q4,Q-}, (5.38)
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erhalten. Auf elementare Weise kann man mit dieser Darstellung der Hamilton-Funktion die Glei-
chung

[Hs, Q+)xs =0 (5.39)

beweisen. Es war zu erwarten, dafl )+ mit Hg vertauscht, da es sich bei Q+ um Erzeuger einer
Symmetrietransformation handelt.

Wie man an den Gleichungen in (5.35) sehen kann, sind die SUSY-Generatoren nicht reell. Aus
ihnen koénnen aber die reellen Linearkombinationen

Q1 =0Q++Q- und Q2= —i(Qy —Q-) (5.40)

gebildet werden. Mit den Gleichungen (5.37a) und (5.38) folgt dann direkt
Hg = hoQ7™ = hw@Q3™  und Q15 Q2 = Qx5 Q1 =0. (5.41)

Aus der ersten Gleichung geht hervor, daf§ @; mit Hg kommutiert. Daher handelt es sich bei Q1
und @2 um reelle Erhaltungsgrofien, die auch als Superladungen bezeichnet werden.

5.2.3. Die SUSY-Algebra

In diesem Unterabschnitt greifen wir auf den Begriff der graduierten Lie-Algebra aus dem Unter-
abschnitt 4.5.2 zuriick.
Die Gleichungen aus (5.41) kann man zu

2H, ..
{Qi,Qi},, = Qi*s Qi+ Qj+s Qi = 0y  fix  i,j=12 (5.42a)

hw
zusammenfassen. Es wurde bereits erwahnt, dafl es sich bei den Superladungen um Erhaltungs-
groBen handelt, d. h. es gilt

[Hs, Qil+s = Hs *s Qi — Q; x5 Hs = 0. (5.42b)
Auflerdem ist natiirlich die triviale Gleichung
[Hs,Hs]*S ZHs*Hs—Hs*HS =0 (5.420)

gliltig.
Da die Superladungen @; vom Grad 1 sind und Hg vom Grad 2 ist, lassen sich alle drei zuletzt
genannten Gleichungen mit Hilfe der Super-Moyal-Klammer aus (4.64) ausdriicken:

{inQj}*S = %5@' y {HS, Qi}*s =0 und {HSaHS}*s =0. (543)
Dies sind alle moglichen Super-Moyal-Klammern, die man mit den Elementen @)1, (2 und Hg
bilden kann. Diese drei Grofien stellen daher die Basis einer graduierten Lie-Algebra dar, die durch
die drei Gleichungen aus der (5.43) bereits vollstindig charakterisiert ist. Wie man sieht, kann
man die Superladungen ); auch als Generatoren dieser Algebra ansehen.

Eine graduierte Lie-Algebra von der Form (5.43) wird SUSY-Algebra genannt. Da diese Algebra

von zwei Generatoren erzeugt wird, spricht man von einer SUSY-Algebra mit N = 2.
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Hier werden wir uns wie in Kapitel 3 wieder einem Teilchen im homogenen Magnetfeld widmen,
wobei es zusétzlich zur Ladung nun auch noch einen Spin besitzt. Diese Diskussion findet sich zum
groflen Teil auch in [HHS2004, Kap. 5] wieder.

Im ersten Abschnitt wird zunéchst der Hamilton-Operator auf gewohnliche Weise mit Hilfe
des Feynman-Tricks hergeleitet. Dieses Vorgehen kann im Sternproduktformalismus iibernommen
werden, indem man die Pauli-Matrizen in der deformierten Grassmann-Algebra nachbildet. Das Er-
gebnis zeigt sofort die Supersymmetrie dieses Systems. Die Losungen des Sterneigenwertproblems
ergeben sich durch den Vergleich mit dem SUSY-Ostzillator, wie im zweiten Abschnitt gezeigt wird.
Im letzten Abschnitt diskutieren wir noch den Spin-Anteil dieses Systems.

6.1. Fermionisches Teilchen im Magnetfeld

6.1.1. Hamilton-Operator

Wir betrachten ein Spin—%—Teilchen mit der Ladung +e im &dufleren Magnetfeld B, wobei der
zugehorige Hamilton-Operator zunéchst im herkémmlichen Formalismus der Quantenmechanik
hergeleitet wird.

Wie bereits in Abschnitt 3.2 gezeigt wurde, erhdlt man durch eine minimale Substitution die

Hamilton-Funktion 1
) e
Gemifl dem Korrespondenzprinzip gehen wir nun zu Operatoren auf dem Hilbert-Raum {iber,
wobei in der Ortsraumdarstellung p dem Operator p = AV /i entspricht.
Um auch den Spin zu beriicksichtigen, wird der Feynman-Trick angewendet, indem wir P durch

P - & ersetzen. Die Produktregel fiir die Pauli-Matrizen ; lautet

(316'1' = ie,-jk&k + 51']'1, (62)
wobei I die 2 x 2-Einheitsmatrix ist. Daraus folgt
. 1, |2 1 ~2 ~ ~
Hup = 5—(P-&)" = o (P'—i6 - (P x P)). (6.3)

Da es sich bei P um einen Operator handelt, ist die GréBe P x P nicht identisch Null und man
erhélt unter Verwendung des Nabla-Kalkiils

L. h ieh
PxP:—E(ﬁxA—l—Axf)):—g<frotA)ZKB. (6.4)
c c\i c
Der Hamilton-Operator lautet folglich
N 1 /. e \2 eh
fir = 50 (P = A) — 500 B. (6.5)

Dies ist gerade der Hamilton-Operator, der in der Pauli-Theorie auftritt.
In Kapitel 3 haben wir das homogene Magnetfeld B = B (0,0, 1)T betrachtet. In diesem Fall

ergibt sich daher fiir den Spin-Anteil der Hamilton-Funktion
. eh eh . hw
HSpiIl = _Tmo' -B = _TmUdB = _?U,j, (66)

wobei hier wieder die Zyklotronfrequenz w = eB/mc auftaucht.
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6.1.2. Diskussion der Algebra mit zwei Generatoren

In diesem Unterabschnitt wird die Algebra diskutiert, die von den zwei Generatoren 1; und ¥
erzeugt wird, wobei das Grassmann-Moyal-Produkt (4.33) mit n = 2 verwendet wird:

Ao o~ e -
f*xcg = fexp <2(81913191 + (91928192)> g. (6.7)

Diese Algebra, die im folgenden Cl5 genannt wird, ist uns bereits in Abschnitt 5.1 im Zusammen-
hang mit dem fermionischen Oszillator begegnet.
Als Basis der Algebra wéhlen wir die vier dimensionslosen und reellen Grofien

2 2 2 2
1, o1 = \/;191 , 09 = \/;192 und o3 = %191192 = %191 xg V2. (6~8)

Wie man miihelos nachrechnen kann, erfiillen sie die Produktregel
0i %G 0j = 1€jk0k + 0ij, (6.9)

die formal mit der Produktregel (6.2) fiir die Pauli-Matrizen &; identisch ist. Daher kénnen wir
mit S; = ho; /2 die Komponenten des Spins beschreiben.
Die Spur (4.47) fir n = 2 lautet

2

Tr(f) = n2

/dﬂg d191 * f, (610)
wobei der Proportionalitéitsfaktor so gewéahlt wurde, daf3 sich
Tr(1) =2 =tr(I) und Tr(o;) = 0 = tr(6;) (6.11)

ergibt. Die beiden Algebren mit den Basen {1,0;} und {I,5;} entsprechen sich daher sowohl in
der Produktregel als auch in Bezug auf die Spur.

6.1.3. Hamilton-Funktion im Sternproduktformalismus

Im folgenden wird die Rechnung aus dem Unterabschnitt 6.1.1 im Sternproduktformalismus wie-
derholt, wobei wir sofort von der Annahme ausgehen werden, dafl es sich um ein homogenes
Magnetfeld der Form B = B (0,0,1)" handelt.

Wir haben bereits gezeigt, dal man den Phasenraum beim rein bosonischen Landau-Problem
auf die Koordinaten q1, g2, p1 und ps reduzieren kann. Fiir den Feynman-Trick benutzen wir die in
(6.8) definierten GréBen o; anstelle der Pauli-Matrizen, so dal wir den Phasenraum um die zwei
fermionischen Erzeuger ¢ und ¥ erweitern miissen’.

Analog zum Unterabschnitt 4.5.1 vereinen wir das Moyal-Produkt (3.12), das bei der Diskus-
sion des Landau-Problems hergeleitet wurde, und das Grassmann-Moyal-Produkt (6.7) zu dem
Sternprodukt

th, « = s = = = = =
f*mcg = fexp (5(8q18P1 _aPlath +aQ2aP2 _81)28(12)

h e = s o= R & s =
+%mw(aplap2 — 9p,0p,) + 5 (90,3, + a%a%)) g. (6.12)

Im Gegensatz dazu wird im Kapitel 5 von [HHS2004] eine Grassmann-Algebra mit drei Erzeugern verwendet, in der
man ebenfalls Gréfen definieren kann, die den Pauli-Matrizen entsprechen. Darauf werden wir im Unterabschnitt
7.1.2 eingehen. Tatséchlich sind beide Darstellungen miteinander vertauschbar.
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Genau wie beim Super-Moyal-Produkt kann man auch hier den bosonischen und den fermionischen
Teil des Produkt getrennt berechnen, so daff analog zu (4.58) die Gleichung

(b1(a; P) [1(9)) *mc (b2(a, P) f2(9)) = (bilg, P) %1 ba(q, P)) (f1(9) *G f2(9)) (6.13)

giiltig ist, wobei ¢, P fiir die Gréfen g1, g2, Pi, P> und 9 fir 9, U9 steht. Zur Unterscheidung wird
das bosonische Sternprodukt wieder mit *,; und das fermionische mit *g bezeichnet.
Der Feynman-Trick fiir die Hamilton-Funktion aus (6.1) lautet nun

1 1
H, = — (P + P2 Hip=— (P Pyo9)?s . 14
L 2m( ? + Py) ~ LF 2m( 101+ Paoa) (6.14)

Mit der Produktregel (6.9) 148t sich dies in einen bosonischen und einen fermionischen Term
aufspalten:

e o (6.15)

H pr—
LF 9 9

1 o % ) 1 2 2
—m(P1 M4 PyM [P Py, o) = 5 (Pf + P5) —

Im letzten Schritt wurde die Gleichung [Py, ], ~= ifimw aus (3.38) verwendet.
Die Hamilton-Funktion Hyp entspricht gerade dem Hamilton-Operator aus (6.6). Da der Spin-

Anteil der Hamilton-Funktion

Tw
—70'3 = —w5’3 (616)

der einzige Term von Hpp mit fermionischen Erzeugern ist, handelt es sich bei der Spin-Kompo-
nente S3 = ho3/2 um eine Erhaltungsgrofe.

HSpin =

6.1.4. Supersymmetrie

Die nun folgende Diskussion ist an Kapitel 7 von [HH2002a] angelehnt.
Die Hamilton-Funktion aus Gleichung (6.14) wurde durch den Feynman-Trick auf folgende Weise

faktorisiert: .

HLF = thl *MG Ql mit Ql = ,7hw2m (P10'1 + PQO-Z) ) (617)
wobei der Faktor Aw eingefiigt wurde, um ); dimensionslos zu machen. Hier erkennt man sofort,
dafl es sich bei der reellen Grofle Q1 um eine Erhaltungsgrofie handelt. Das gleiche haben wir

bereits fiir o3 festgestellt, so dal wir mit

Q2 = % (03, Q1] (6.18)

eine weitere reelle Erhaltungsgrofie definieren kénnen.
Aus der Produktregel (6.9) folgt
g =
3*xq (1 T

so dafl wir die Gleichung

(Piog — Pyoy) und Q1 *g o3 =

Q2 =i03 %g Q1 = —iQ1 *g 03 = N (Proy — Pyoy) (6.20)
erhalten. Mit o3 *q 03 = 03 *p;q 03 = 1 kann man daraus

Hip = Q1 *yma 03 *ma 03 *ma Q1 = (1Q2) *ma (—iQ2) = Q2 *ma Q2 (6.21)
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ableiten, wobei diese Gleichung bestétigt, dafl Qo tatsichlich mit Hip kommutiert. Aus den Glei-
chungen in (6.20) folgt auflerdem, daf @); und Q9 antikommutieren, wie die folgende Rechnung
zeigt:

iQ2 *ma Q1 = Q1 *ma 03 e Q1 = Q1 *yma (—iQ1). (6.22)
Zusammenfassend haben wir also
[HLF; Qi]*MG =0 und {Qu Qj}*MG = QHLF (623)

gezeigt, wobei es sich hier wiederum um eine SUSY-Algebra mit N = 2 handelt, der wir schon in
Unterabschnitt 5.2.3 begegnet sind. Das Landau-Problem mit Spin ist demzufolge supersymme-
trisch.

6.2. Das Sterneigenwertproblem
In Unterabschnitt 3.2.3 haben wir festgestellt, daf sich das Landau-Problem mit den Definitionen
Py = muwq und P,=p (6.24)

formal auf den harmonischen Oszillator zuriickfiihren 148t. In diesem Abschnitt wird gezeigt, dafl
ein dhnliches Vorgehen auch fiir den Spin-Anteil des Landau-Problems eines fermionischen Teil-
chens moglich ist.

Aus Unterabschnitt 6.1.3 wissen wir, daf die Beriicksichtigung des Spins zu einem zusétzlichen
fermionischen Term in der Hamilton-Funktion fithrt. Dieser Spin-Anteil, der in Gleichung (6.16)
angegeben ist, kann mit Hilfe von (6.8) durch die Erzeuger der Algebra Clj ausgedriickt werden:

hw
Hspin = ——-03 = iwi1Vs. (6.25)

Dies ist gerade die Hamilton-Funktion des fermionischen Oszillators, dem wir bereits in Abschnitt
5.1 begegnet sind. Mit der Definition (6.24) entspricht daher (6.15) der Hamilton-Funktion des
SUSY-Oszillators, der im vorangegangenen Kapitel untersucht wurde.

6.2.1. L6sung des Sterneigenwertproblems

Die Analogie zum SUSY-Oszillator kann konkretisiert werden, indem man die Hamilton-Funktion
Hpr in holomorphen Koordinaten ausdriickt, die geméf den Gleichungen (2.18), (5.16) und (6.24)
in diesem Kontext

1 1
a = (P +iDPy) | a= (P, —iPy), (6.26a)
2mw 2mw
1 - 1
AN = — (V1 +9 und A= — (9 — 9 6.26b
\/i( 1 2) \/5( 1 2) ( )

lauten. In diesen Koordinaten nimmt die Hamilton-Funktion ebenfalls die Form
Hip=w (&a + ;\/\) (627)

an, die derjenigen aus Gleichung (5.29) entspricht.

Genau wie bei dem Landau-Problem ohne Spin ist die X1- bzw. Xo-Abhéingigkeit der Losungen
der Sterneigenwertgleichung beliebig. Man kann daher Projektoren finden, die nur von Pj, P,
Y1 und Y2 bzw. von den entsprechenden holomorphen Koordinaten aus (6.26) abhéngen. Fiir die
Sterneigenwertgleichung ist dann nur die zweite Zeile der Definition des Sternprodukts *p;c aus
(6.12) relevant. In holomorphen Koordinaten ausgedriickt ist dieser Teil von #js¢ identisch mit
dem Super-Moyal-Produkt *g aus (5.30).
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Demzufolge lautet die Sterneigenwertgleichung

Hyp *pe = Hip xsm," = EYF k. (6.28)

n

In dieser Gleichung haben wir sowohl die Hamilton-Funktion als auch das Sternprodukt auf die
gleiche Form gebracht, wie sie in Kapitel 5.2 verwendet wurden. Daher kann man die Projektoren

T(%EynSpin und die dazugehorigen Energieeigenwerte ETI;S ngpim direkt aus den Gleichungen (5.31) und
(5.32) iibernehmen:

W%E,o(aﬁ, AA) = (=1)" exp (-;J(HL + HSpin)) Ly, (%) , (6.29a)

(@@, A0 = (=)™ exp (—;(HL - Hspin)> Ly, (%) (6.29b)

mit By = hw(ng 4 nspin)- (6.29¢)

Die bosonische Besetzungszahl wird mit ny, bezeichnet, wéhrend ngpi, sich auf die Orientierung des
Spins bezieht. Die Entartung auf Grund der beliebigen X;- und Xs-Abhéngigkeit der Projektoren
kann wie in Kapitel 3 behandelt werden.

6.2.2. Die SUSY-Algebra

In Abschnitt 5.2.2 haben wir eine SUSY-Algebra fiir den supersymmetrischen Oszillator gefunden,
die wir hier in den Koordinaten P; und o; ausdriicken wollen, um sie mit der in Abschnitt 6.1.4
gefunden SUSY-Algebra vergleichen zu kénnen. Aus den Gleichungen (5.35) und (6.26) folgt

1 - 1 1 .
QJr = ﬁa)\ = %\/ﬁ (Pl'l91 + P27.92 + Z(P27.91 — P17.92)) (630)
— 1 1 .
und Q- = QJr = —_—— (P1191 + Pyt — Z(P2191 — Pl’l92)) . (631)

2h /mw
Mit (5.40) erhalten wir damit die reellen Grofien

1 1
= - = ——— (P +Py) = P P, 6.32
@1 Q++Q h\/—( 191 + Paida) — (Proy + Pro2)  (6.32a)
1 1
un Q2 i(Q+ —Q-) h\/—(Ql 102) N
wobei die Definitionen o1 = 1/2/h1 und o3 = /2/h)2 aus (6.8) benutzt wurden.
Man erhélt also die gleichen SUSY-Generatoren und SUSY-Ladungen, die wir schon in (6.17) und
(6.20) gefunden haben. Dementsprechend sind auch hier die Vertauschungsrelationen der SUSY-

Algebra aus (6.23) giiltig.

3

(P20'1 - Pla'g) 5 (632b)

6.3. Diskussion des Spin-Beitrags

Wir kommen in diesem Abschnitt nochmals auf den Spin-Anteil (6.25) der Hamilton-Funktion
Hip zuriick. Im folgenden wird der Erwartungswert und die Zeitentwicklung fiir den Spin-Vektor
bestimmt.

Bereits im vorhergehenden Abschnitt wurde festgestellt, dal Hspin = iwt1¥2 identisch mit der
Hamilton-Funktion des fermionischen Oszillators aus (5.1) ist. Daher konnen die Projektoren des
fermionischen Oszillators direkt aus (5.12) tibernommen werden. Mit y = 2Hgpin /fw = 03 kénnen
sie in der Form

7T0(191, 192) = (1 + 0'3) und 7T1(191, 192) = (1 - 0'3) (633)

| =
| =

geschrieben werden.
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6.3.1. Erwartungswerte

Nun sollen die Erwartungswerte fiir die Komponenten des Spins S; = ho;/2 berechnet werden,
indem wir die Tatsache ausnutzen, dafl die GréBen o; spurlos sind. Mit der Produktregel (6.9)
ergibt sich daher

<SZ> = g% Tr (O'i * (1 + 0'3) ) = ig% Tr (ieigkak + 51’3) = :Izg(sig. (634)
Die Ergebnisse (S1) = (S2) = 0 und (S3) = /2 konnen wir so interpretieren, dafl die Hamilton-
Funktion aus Gleichung (6.25) ein Fermion beschreibt, dessen Spin orthogonal zur ;92-Ebene
polarisiert ist. Da Hgpin Teil der Hamilton-Funktion (6.5) ist, zeigt dies, daff diese Polarisation
durch ein homogenes Magnetfeld in ¢3-Richtung hervorgerufen wird. Im Grundzustand mit dem
Projektor my,,—¢ ist der Spin in Richtung des B-Feldes ausgerichtet.
Die drei Komponenten des Spins S; fassen wir zu dem Vektor S = fig/2 zusammen. Fiir das
Quadrat dieses Spin-Vektors S§%* erhilt man

3

(o) = % >y = %. (6.35)
1 i=1

h2

(s =3 (st =]

3

(3

Wir stellen fest, dafl sich die gleichen Erwartungswerte ergeben, die auch die herkémmliche For-
mulierung der Quantenmechanik liefert.

6.3.2. Zeitentwicklung

Nun wird mit der ersten Gleichung aus (4.43) die Zeitentwicklung des Spins S bestimmt. Das
Sternexponential fiir die Hamilton-Funktion aus (6.25) wurde bereits in Gleichung (5.10) angegeben
und mit y = o3 und T = wt/2 lautet es

t t
Exp(Ht) = cos % — oy sin % (6.36)
Im Anhang C.4.4 wird gezeigt, dafl sich mit diesem Sternexponential folgende Zeitabhéingigkeit fiir

den Spin S = ho /2 ergibt:

coswt —sinwt 0
S(t) = | +sinwt coswt 0] S(0). (6.37)
0 0 1
Der Spin S rotiert also mit der Zyklotronfrequenz w = eB/mc um eine Achse senkrecht zur

%1 19-Ebene, wobei die Komponente S3 konstant bleibt.
Dariiber hinaus wird im Anhang C.4.4 bewiesen, daf§ das Ergebnis (6.37) tatséichlich Losung der
Differentialgleichung (4.42) ist, die man in diesem Fall in der Form

%S(t) = wx S = B xS (6.38)
schreiben kann.

Gleichung (6.38) entspricht der klassischen Bewegungsgleichung fiir die Larmor-Prézession ei-
nes geladenen Teilchens im homogenen Magnetfeld, wobei das gyromagnetische Verhéltnis hier
e/mc ist. Das gleiche Resultat liefert die im Hilbert-Raum formulierte Quantenmechanik fiir den
Erwartungswert des Spins. Tatséchlich ist es typisch fiir die Deformationsquantisierung, dafl die
Zeitabhiangigkeit der Observablen der Vorhersage aus der klassischen Physik entspricht, wie wir
bereits in Gleichung (1.87) festgestellt haben.
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7. Lorentz-Transformationen

Als weiteres Anwendungsbeispiel der Grassmann-Algebra mit Grassmann-Moyal-Produkt betrach-
ten wir zunéchst den Fall mit n = 3 Generatoren. Wir werden zeigen, dafl man mit dieser Algebra
eigentliche Lorentz-Transformationen darstellen kann. Wenn man auch die Paritiat mit einbeziehen
mochte, mufl man einen vierten Erzeuger hinzunehmen. In beiden Féllen wird die Verbindung zur
herkémmlichen Matrixdarstellung der Algebra diskutiert. Eine Zusammenfassung dieses Themas
wird in [HHS2004] erscheinen.

7.1. Diskussion der Algebra mit drei Generatoren

Wir gehen von einer Grassmann-Algebra mit den drei Generatoren ¥, ¥ und 93 aus. Durch De-
formation wird das Produkt der Grassmann-Algebra zum Grassmann-Moyal-Produkt (4.33) mit
n = 3, wobel wir dieses Produkt Pauli-Produkt nennen wollen. Fiir die folgende Diskussion ist es
niitzlich, zu den dimensionslosen Generatoren 6 = /2/h¥; zu wechseln, so daf§ der Deformations-
parameter A in dem transformierten Pauli-Produkt

f xg = f exp(561591 + 592592 + 593593> g (71)

nicht mehr explizit auftritt.
Zunéchst wird die Struktur dieser Algebra untersucht, indem wir die Produkte der Basiselemente
bestimmen. Anschlieflend diskutieren wir das Verhiltnis zu einer Matrixalgebra.

7.1.1. Eine Multiplikationstabelle

Fiir das elementare Pauli-Produkt zweier Generatoren erhalten wir
) . . 1
0«0’ = 0'07 + 5@’]’ = ieijkeklmelem + 51'3' = Eijkzk + 5ij (7.2)

. 1 ) 1 .
mit X ieijkeﬂ*e’f = ieijkeﬂa’f (i=1,2,3). (7.3)

Offensichtlich lautet der Antikommutator' der Erzeuger
{0,67}, = 0" %07 + 67 0" = 25,, (7.4)

so daf} es sich hier um die Darstellung einer Clifford-Algebra handelt. Daher wollen wir die Algebra,
die von #', #% und 6° unter Bildung des Pauli-Produkts (7.1) erzeugt wird, mit Cl§ bezeichnen.
Als weitere Grofle fithren wir

0= %ezjkei #0708 =01« 675 0% = 0'6%0°  mit QxQ=-1 (7.5)

ein. Man kann leicht zeigen, dafi Q mit allen Elementen dieser Algebra kommutiert.

Die acht Grofien 1, 67, 37 und Q bilden eine Basis der betrachteten Algebra. Im Anhang C.1
werden alle Produkte zwischen den Basiselementen 6%, ¥/ und Q bestimmt, wobei die Resultate in
der Multiplikationstabelle 7.1 zusammengefafit sind.

"Mit {f, g}« ist im folgenden immer der Antikommutator f * g + g * f gemeint.
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x H 97 )3 Q
6 eijkzk + 045 —eijkﬂk +9;;Q i
S| —ert® 059 | —epXt — 6 0"
0 > 6’ -1

Tabelle 7.1.: Dies ist die Multiplikationstabelle der Algebra Cl;, wobei sich die Zeilenbeschriftung
auf den linken Faktor bezieht und die Spaltenbeschriftung auf den rechten.

Wir betrachten ' anstelle von 9; als Erzeuger der Algebra, so dafl das Hodge-Dual aus Gleichung
(4.8) folgende Relationen zwischen den Basiselementen liefert :

*1=0Q, *x 0 =%t * 2= ¢ und *Q =1 (7.6)

Wie man der Tabelle 7.1 entnehmen kann, ist die Bildung des Hodge-Duals identisch mit der
Multiplikation mit 2.

7.1.2. Die gerade Unteralgebra und deren Pauli-Abbildung

Die Multiplikationstabelle 7.1 zeigt, dal die geraden Elemente 1 und Y/ mit ¢ = 1,2,3 die Basis
einer Unteralgebra von Cl3 bilden. Wir definieren die Gré8en

) 1 . 1 .
o' = ;EZ = Zéijkejek mit 1= 13 273a (77)

so daf sich die Multiplikationsregeln dieser Unteralgebra in der Form
lxo'=c'x1=0' und o' x0d =iepot + 6 (7.8)

schreiben lassen.
Fiir die 2 x 2-Einheitsmatrix I und die Pauli-Matrizen

g (01 o (0 —i 5 (10
o (1 0>, o (z 0) und =1y _1 (7.9)

gelten bekannterweise formal identische Gleichungen:
I6°=6'T=0" und  6'67 =ie;j6" + 0,1, (7.10)

wobei hier die gewthnliche Matrixmultiplikation auftritt.

Da die Produktregeln (7.8) bzw. (7.10) die beiden Algebren vollstindig charakterisieren, sind
sie zueinander isomorph. In Analogie zu Gleichung (1.42) wollen wir diesen Isomorphismus Pauli-
Abbildung nennen und mit gp,,; bezeichnen. Dabei gelten die Regeln

opauti(f *9) = 0pawi([f) Opawi(g) fiir f,g€ Span(lﬂlvUQ’Ug): (7.11)
_ 1 _ y
Opauii(0') = gQPauli(Ez) =o' und Opaui(1) = I. (7.12)

Analog zu Gleichung (6.10) definieren wir die Spur

Tr(f) =2 / de3de*det « f  mit / dgi o' =1. (7.13)
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7.1. Diskussion der Algebra mit drei Generatoren

Mit der Pauli-Abbildung kann man zeigen, da8 diese Spur fiir f € span(1,c!,02,03) gerade der
Matrix-Spur tr fir op,,;(f) entspricht. Wegen der Linearitét der Spur mufl nur bewiesen werden,
daf

TI‘(f) =tr (QPauli(f)) (714)

fiir die Basiselemente giiltig ist. Durch eine triviale Rechnung erhélt man
Tr(1) =2=tr(I) und  Tr(c") =0 = tr(6"), (7.15)
was zu zeigen war.

Bemerkung: In Abschnitt 6.1.2 haben wir bereits andere Funktionen kennengelernt, die ebenfalls
den Pauli-Matrizen entsprechen. Mit den Generatoren ' = /2/hd; lauten sie

Lgrge = 12 (7.16)
(3

o1 =6" , o9 = 62 und o3 = 5

Fiir diese GroBen benétigt man offensichtlich nur die zwei Generatoren 6! und #%, wobei aber auch
der ungerade Anteil der Algebra mit einbezogen wird. Im folgenden werden ausschlieBlich die o
aus (7.7) verwendet.

7.1.3. Pauli-Abbildung der gesamten Algebra

Im vorhergehenden Unterabschnitt haben wir gezeigt, daf die gerade Unteralgebra von Clj, durch
die Pauli-Abbildung mit den Gleichungen (7.12) auf die Algebra der hermiteschen 2 x 2-Matrizen
mit Basis {1, &1, 62, &3} abgebildet werden kann. Daher stellt sich die Frage, ob sich diese Abbil-
dung sinnvoll auf ganz Cl3 erweitern 148t.

Um die Matrizen zu finden, denen die Elemente 6° € Cl3 entsprechen, betrachten wir die Glei-
chung 6" x #7 = —%' % Y7, die der Multiplikationstabelle 7.1 entnommen werden kann. Bildet man
die Pauli-Abbildung dieser Gleichung, dann ergibt sich

QPauli(ei) QPauli(ej) = _QPauli(Ei) QPauli(Zj) = a—la—] (717)

Diese Gleichung ist konsistent mit der Annahme gp,,;(f°) = 6°. Aus der Gleichung Q = 6§ x ¥’
folgt dann

QPauli(Q) = QPauli(ei * Ez) = QPauli(ei) QPauli(Ei) = a.i ia-i =il, (718)

wobei nicht iiber den Index ¢ summiert wird.
In der folgenden Ubersicht werden die Pauli-Abbildungen aller Basiselemente von Cl; zusammen-
gefafit:

QPauli(l) =1 ) QPauli(ei) = (}l ) QPauli(Ei) = Z&Z und QPauli(Q) = ZI? (719)

wobei der Index ¢ die Werte 1, 2 und 3 annehmen kann. Damit handelt es sich bei der Pauli-
Abbildung um einen Isomorphismus von der Algebra Cl5 tiber R und zu der Matrixalgebra iiber
C, die von den Pauli-Matrizen 0! erzeugt wird. Genau wie in Gleichung (1.14) kann man aus (7.19)
die Regel

QPauli(fT) - (QF’auli(f))Jr (720)
ablesen. Der Involution von f entspricht daher dem Adjungieren der zugehtrigen Matrix.
Fordert man die Giiltigkeit von (7.14) fiir alle f € Cl3, dann kann man die Definition der Spur
auf ganz Cl3 erweitern. Allerdings 148t sich die Spur im allgemeinen nicht mehr als das Integral
aus (7.13) darstellen, wie man an dem Gegenbeispiel Tr(€2) = 0 # tr(il) = 2i sieht.
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7. Lorentz-Transformationen

7.2. Rotationen

In diesem Abschnitt zeigen wir einen Zusammenhang zwischen der geraden Unteralgebra von Clj
zur Gruppe SU(2) auf. Diese Erkenntnis kann man nutzen, um Drehungen in Cl3 zu beschreiben.
Schlielich gehen wir noch auf die Darstellung des Spins ein.

7.2.1. Die Lie-Gruppe zur geraden Unteralgebra

Zunéchst betrachten wir die Lie-Algebra, die man mit der Kommutatorklammer aus der geraden
Unteralgebra von Cl} erhélt. Aus (7.8) lesen wir die Gleichung [0, 0], = 2ie;,0* ab, die auch in
der Form

[Ji, Jj]* = ieiijk mit Ji=— (7.21)

geschrieben werden kann.

Aus Gleichung (7.8) folgt auierdem {o?, 07}, = 2§;j, so da8 man fiir einen Einheitsvektor n
die Gleichungen (o - n)? = 1 erhilt. Die Elemente der Lie-Gruppe, die von den .J; generiert wird,
konnen wir daher auf folgende Weise zerlegen:

: —io ]
;1‘]'5:6*"’5/2:cos§—i0'~n(§sin§. (7.22)

e

Mit é; sind die reellen Gruppenparameter gemeint, die zu dem Vektoren d zusammengefaflt werden.
Diesen Vektor kann man in § = dng zerlegen, wobei § der Betrag dieses Vektors ist und ngs der
dazugehorige Einheitsvektor. Man beachte, dafl § bei jeder Wahl von ns 4m-periodisch ist.

Wie wir in Unterabschnitt 7.1.3 festgestellt haben, entspricht die Bildung der Involution dem
Adjungieren von Operatoren. Da alle Gruppenelemente e, */*® die Gleichung
erfiillen, kann man diese Lie-Gruppe in diesem Sinne wunitdr nennen.

Mit der Pauli-Abbildung aus (7.12) koénnen wir zeigen, dafl die von J; = o0%/2 erzeugte Lie-
Gruppe isomorph zur SU(2) ist:

OPauli (e;iJﬁ) = OPauli (e*—i0'5/2> = €Xp <_;& ' 6) . (724)

Die Lie-Gruppe mit den Elementen ;"9 wollen wir daher mit SUg(2) bezeichnen.

Bemerkung: Eine kurze Diskussion der SU(2) findet sich in Anhang C.2.1.

7.2.2. Diskussion der Rotationen

Wir betrachten nun die Transformation

Rs: [ e ™0 fueg™? fiir fecCl. (7.25)

Wenn f reell ist, dann gilt das gleiche auch fiir das Bild von f unter dieser Abbildung. Die
4r-Periodizitiit der SU(2) reduziert sich in (7.25) auf 27, da e;*/'® = +1 und —1 die gleiche
Transformation bewirken. Aus Gleichung (7.23) lesen wir ab, dafl f = 1 invariant unter dieser
Transformation ist.

Fiir die Generatoren der Algebra Clj ergibt sich aus (7.25)

Res(0) = ns (n5 . 0) + cos d (0 —ng (n5 . 0)) —sind (n5 X 0), (7.26)
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7.2. Rotationen

wie in Anhang C.4.2 gezeigt wird. Dies entspricht gerade einer Rotation von @ als Spaltenvektor,
wie man z. B. in Kapitel 1.3 von [SU1982] nachlesen kann.

Da © aus Gleichung (7.5) mit allen Elementen der Algebra vertauscht, verhalt sich neben 8 auch
¥ = Q%6 wie ein Vektor unter den Rotationen aus (7.25). Da auflerdem die Elemente der Gruppe
SUg(2) gemaB (7.23) unitér sind, ist  eine invariante Grofe.

Die Abbildungsvorschrift (7.26) kann man auch in der bekannten Matrixschreibweise

Rs(0) = R(5) 0 (7.27)

angeben, wobei R(4) eine orthogonale 3 x 3-Matrix mit Determinante 1 ist. Mit anderen Worten:
R(6) ist ein Element der SO(3).
Als Beispiel betrachten wir die Rotation um die g3-Achse mit ns = (0,0, 1)T:

0 o —6? cosd sind O o'
Rs@) = 0 | +cosd [ 6* | —siné o' = | —sind cosd 0 62 |. (7.28)
63 0 0 0 0 1 63

Die hier auftretende Matrix stellt eine passive Rotation dar, womit eine Drehung der Koordina-
tenachsen im Bezug auf das physikalische System gemeint ist.
Betrachten wir das Produkt « - @ unter dieser Transformation:

Rs(@-0) =" R(8)0 = (R"(8)z)" 6 = (R (8) ) - 6. (7.29)

Im letzten Schritt wurde genutzt, daB8 R(d) eine orthogonale Matrix ist. Wir stellen fest, daf die
passive Drehung von 6 einer aktiven Drehung von a entspricht.

7.2.3. Der Spin in drei Dimensionen

In Abschnitt 4.2 haben wir die Mechanik auf der Grassmann-Algebra mit Hilfe des Grassmann-
Moyal-Produkts formuliert. Dort wurde die allgemeine Form der Lagrange-Funktion (4.24) ange-
geben. Unabhéngig von der Wahl des Potentials V' ergibt sich daraus der kanonische Impuls

mi = 0;/2i. (7.30)

Der Spin, der gerade dem fermionischen Drehimpuls entspricht, hat folglich die Form
)
Si = eijpdjme = =ikl (7.31)

Diese Darstellung des Spins wird in Kapitel 5 von [HHS2004] verwendet. ‘
Nun wechseln wir zu den Variablen ' = \/2/ht;. Mit der Definition der 0! = €ijit’ " /2i aus
Gleichung (7.7) erhilt man dann

Si == %Q]‘kgejek = ;jai, (7.32)
wobei die Pauli-Abbildung dieser GroéBlen geméf (7.12) gerade die herkémmlich Definition des
Spins op,u;(Si) = ha'/2 liefert.

Da sich o = ¥ /i wie ein Vektor unter Rotationen (7.25) verhélt, gilt dies auch fiir den Spin
S = ho /2. Mit dem Pauli-Produkt aus Gleichung (7.1) bilden die S; die tibliche Lie-Algebra der
Drehimpulse

[Si, S]]* = ihGiijk, (733)
wobei dieser Kommutator direkt aus Gleichung (7.21) mit S; = hJ; folgt.
Bemerkung: Wir sind bereits in Abschnitt 6.1.2 einem Spin begegnet, dessen Darstellung sich

von (7.31) unterscheidet. Die hier eingefiihrte Definition des Spins als fermionischer Drehimpuls
scheint aber die natiirlichere zu sein.
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7. Lorentz-Transformationen

7.3. Lorentz-Boosts

Im folgenden wird bewiesen, dafl die Algebra Clj eine Gruppe erzeugt, die isomorph zur SL(2,C)
ist. Mit Hilfe dieser Gruppe kénnen wir Lorentz-Transformationen auf Cl5 darstellen.

7.3.1. Lie-Gruppe zur gesamten Algebra

Aus der Multiplikationstabelle 7.1 erhilt man die Kommutatorrelationen
[07,07], =2¢;3.5F ,  [E4,07], = —2¢0" und  [S, 0] = —2¢;15". (7.34)
Wir definieren nun die Gréfien

9’& Ei 7
=5 wd  JSi=5-= 7 (7.35)

i
so dafl die Gleichungen aus (7.34) auch in der Form
[Ki, Kﬂ* = _ieiijk s [Ji, Kj]* = +i€iijk und [JZ', Jj]* = —I—Z'éijkjk (7.36)

geschrieben werden koénnen. Dies entspricht gerade den Kommutatoren derjenigen Lie-Algebra,
deren Elemente die eigentliche Lorentz-Transformation erzeugen. Wir haben bereits in Unterab-
schnitt 7.2.2 gezeigt, auf welche Weise J; = ¢'/2 mit den Rotationen im Zusammenhang steht.
Daher kénnen wird K; als die Erzeuger der Lorentz-Boosts identifizieren.

Aus der Multiplikationstabelle 7.1 liest man {6",67}./2 = §;; ab, so daf wir analog zu (7.22) die
Gleichung

- _o. w w

eTtKw — 70w/ _ (osh 5 0 nusinh (7.37)
erhalten, wobei w der Betrag des Vektors w = wn,, ist. Offensichtlich gilt K; = —K; und daher
ist e, K« im Gegensatz zu e/ ‘8 nicht unitir. Zusammen erzeugen die J; und K; eine sechspara-

metrige Lie-Gruppe, deren Elemente die Form

DI w) _ —(2640w)/2 _ —0x(0:6-20w)/2 (7.38)

haben. Fiir w = 0 erhélt man die Elemente der Gruppe SUg(2), so daf} sie eine Untergruppe ist.
Betrachten wir nun das Bild von (7.38) unter der Pauli-Abbildung aus Gleichung (7.19). Mit
den elementaren Regeln gp,,;;(Q2) = il und gp,,;(0") = 6° folgt sofort

—i(J- ‘w —Q%(0-6—Q%0-w 7:,, N
OPauli <e* (JrorK )> = OPauli (e* 0+(0:0-6+6 )/2) = €xp (_2 (U <0 —i6 - w)) ) (739)

so dafl die durch J; und K; erzeugte Lie-Gruppe isomorph zur SL(2,C) ist. Dies motiviert die
Bezeichnung dieser Gruppe mit SLg(2,C).

Bemerkung: In Anhang C.2.2 gehen wir kurz auf die Gruppe SL(2,C) ein, die lokal isomorph
zur Lorentz-Gruppe? LL_ ist.

7.3.2. Diskussion der Lorentz-Boosts

Analog zur Vorschrift (7.25) betrachten wir nun die Abbildung

Bo: [ e T faesBe, (7.40)

?Die eigentliche, orthochrone Lorentzgruppe El enthélt weder die Raum- noch die Zeitspiegelung.
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7.3. Lorentz-Boosts

Genau wie die Transformation in (7.25) ist das Bild eines reellen Elements aus Cl5 wiederum reell.

Ublicherweise werden die Lorentz-Boosts mit dem Parametervektor B beschrieben, der die Rela-
tivgeschwindigkeit der beiden betrachteten Bezugssysteme in Einheiten der Lichtgeschwindigkeit
¢ angibt. Aus physikalischen Betrachtungen kann man die Beziehungen

8 = tanhw und ng = n, (7.41)

gewinnen, so dafl wir 3 = ng als Funktion von w ansehen konnen. Aufierdem fithren wir mit der
Definition v = cosh w einen weiteren Parameter ein>.

Mit den neuen Parameter 8 und  ergeben sich die Transformationen

Bu(l) = v(1-8-96) (7.42a)
und  Bu(0) = 6+ (y—1)ng(ng-0) — 18, (7.42b)

wobei der Beweis hierzu in Anhang C.4.3 zu finden ist. Indem wir 1 und € zu einem Vektor
mit vier Komponenten (1, 0) vereinen, kénnen wir die Abbildungen aus (7.42) auf folgende Weise

ZuSammenfaSSen:
(1 gl —B8" 1
B : <0>H<_7ﬂ (- ymgnt) (0 ) (7.43)

Dies ist gerade der passive Lorentz-Boost eines Vierervektors, wie man z.B. in Kapitel 6.1 von
[SU1982] sieht. Da sich (1, 6) somit wie ein Vierervektor unter Lorentz-Transformationen verhélt,
werden wir die Komponenten dieses Vektors mit ©* bezeichnen, wobei der Index p die Werte 0,
1, 2 und 3 annehmen kann.

Die Grofle Q vertauscht mit allen Elementen der Algebra, so daf sich (Q,3) = Qx (1, 0) unter
den Rotationen (7.25) und den Lorentz-Boosts (7.40) genau wie (1, 0) verhilt. Aus diesem Grund
mus es sich auch bei QxO" um einen Vierervektor handeln und somit sind alle 23 = 8 Basiselemente
der Algebra Teil eines Vierervektors.

Da (7.43) eine lineare Transformation ist, kénnen die Lorentz-Boosts ebenfalls in der Matrix-
schreibweise

B, (0M) = AP (w) O (7.44)

angeben werden, wobei iiber doppelt vorkommende Indizes summiert wird. Die 4 x 4-Matrix A%, (w)
stellt einen passiven Lorentz-Boost dar. Auf die gleiche Weise wie in Gleichung (7.29) zeigt man,
daf ein passiver Lorentz-Boost von ©,p* = © - p geméf (7.40) das gleiche Ergebnis liefert wie ein
aktiver Lorentz-Boost des Vierervektors p*.

7.3.3. Der Spin in vier Dimensionen
Wir betrachten nochmals den Spin (7.32), der sich auch als

h . he, h
Si=20' = Sxi=

50l = 55 = Q0 (7.45)

schreiben liaBt. Da Q % 0° gerade die riumlichen Komponenten des Vierervektors € s ©* sind,
schlieffen wir daraus, dafl man

h
m_— 1
S QiQ * O (7.46)

als den Vierervektor des Spins ansehen kann.

3Aus den Definitionen von 8 und + folgt direkt sinhw = Bv. Die Identitéit cosh? w — sinh?w = 1 zeigt dann, daB
die Relation v = (1 — §%)7! giiltig ist. Somit kann man auch ~ implizit als Funktion von § bzw. w betrachten.
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7. Lorentz-Transformationen

7.4. Eigentliche Lorentz-Transformationen

In den Unterabschnitten 7.2.2 und 7.3.2 haben wir gezeigt, dafl man mit den Elementen der Lie-
Gruppe SL¢(2,C) sowohl Rotationen als auch Lorentz-Boosts beschreiben kann. Um Kombinatio-
nen von Rotationen und Lorentz-Boosts zu diskutieren, fassen wir nochmals die Ergebnisse sowohl
fiir die Rotation R aus (7.25) und (7.27) als auch den Lorentz-Boost B aus (7.40) und (7.44) fiir
den Fall f = ©* zusammen:

Ro(0") = e; =2 w0t xe, T2 = 702 @4 ef¥0? = RE(6)0¥  (7.47a)
und  Bu(@") = er %P w0t xe 09 = e 99w 0r ke 997 = AF (w0)OY.  (7.47b)

v

Dabei wurde die Matrix R aus (7.27) auf triviale Weise zur 4 x 4-Matrix R, erweitert.
Fithrt man zuerst eine Rotation und anschliefend einen Lorentz-Boost durch, dann ergibt sich
folgende Transformation:

L5.0(0) = e 5 o702 @t 4 02 4 o [09% — BRI (8) A (w) © = LV (8,w) ©7. (7.48)

Die hier auftretende Matrix L(8,w) mit den Komponenten L, (8§, w) ©* kénnen wir mit Hilfe von
(7.43) bestimmen:

b ((1) g) (—zﬂ 1+ (vi—ﬂy [13>Tnﬁ n?}) - (—%w R+(y —Sﬁ(;"ﬁ) n?)’ (749

wobei hier die Argumente zur besseren Ubersicht weggelassen wurden. Die in der letzten Gleichung
angegebene Matrix ist gerade eine Moglichkeit, ein Element aus LL darzustellen.
Die in Gleichung (7.48) angegebene Lorentz-Transformation hat die Form

Lsw: [rDxfx D mit D= e*_(’h'"/2 * 6*_2'6/2. (7.50)

Da Y% und 67 fiir i # j nicht kommutieren, ist D im allgemeinen nicht identisch mit der in Gleichung
(7.38) zu sehenden Funktion. Dennoch kann man Lorentz-Transformation (7.50) auf die Form

Lsw: [r TxfxT mit T = e>(k70-w—2:-6)/2 = egfo'erZ.é)/Z, (7.51)

bringen, wobei aber die Parametervektoren d und w im allgemeinen von denen in Gleichung (7.50)
verschieden sind.

7.5. Hinzunahme der Raumspiegelung

Die Darstellung der Lorentz-Transformationen aus dem vorhergehenden Abschnitt hat einige Nach-
teile. Einerseits lassen sich keine Raumspiegelungen beschreiben und andererseits kann man Glei-
chung (7.51) nicht in der in vielen Fillen giinstigen Form T~! % ©” x T angeben. Beide Ein-
schrinkungen konnen durch eine Erweiterung der Algebra behoben werden, wie in diesem Ab-
schnitt gezeigt wird.

7.5.1. Die Paritit

Die Raumspiegelung, auch Paritit genannt, entspricht der Abbildung §° — P(#") = —#°. Man kann
sich leicht davon iiberzeugen, dafl man diese Transformation innerhalb von CI3 nicht darstellen
kann. Daher ergéinzen wir die Algebra um einen weiteren Erzeuger 6° und ersetzen das Pauli-
Produkt (7.1) durch

fxg = fexp (590590 + 591591 + 592592 + 593593) qg. (7.52)
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7.5. Hinzunahme der Raumspiegelung

Dieses Produkt werden wir ebenfalls Pauli-Produkt nennen, da es fiir f,g € Cl5 die gleichen
Ergebnisse liefert wie das Pauli-Produkt aus Abschnitt 7.1. Die Algebra, die durch 6°, 6, #% und
63 mit diesem Pauli-Produkt erzeugt wird, soll mit Cl} bezeichnet werden.

Mit dem Pauli-Produkt ergibt sich der Antikommutator

{6°,6'} =0, (7.53)
so dafl man die Paritét in der Form
PO =050 0" = —0° %00 % 0" = —¢' (7.54)
angeben kann. Fiir 2% o< 67 % 0% und Q = ' % % % 6 erhalten wir direkt folgende Gleichungen:
(095, =0 = P(E)=% und {°.Q} =0 = P@Q)=-Q (7.55)

Man beachte, daf§ £ nun nicht mehr mit allen Elementen der Algebra kommutiert.

7.5.2. Basis von CI;
Mit dem neuen Generator 8° definieren wir
H=0"x0r =00, d.h  A'=6°, A =0 (7.56)

wobei der Vierer-Index p erst spéter motiviert wird. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dafl
diese Groen die Antikommutatorrelation

{747}, = A Y + 47wt = 2gM mit g = diag(+1,-1,-1,-1) (7.57)

erfiillen. Gleichung (7.57) zeigt, da3 4* die Erzeuger einer Clifford-Algebra sind.
Der Kommutator definiert sechs weitere Groflen

o = 21,0, (7.58)
die auf folgende Weise mit §° und X' im Zusammenhang stehen:
0 = 0% = AV x4t = % [4°,4'], = —io™, (7.59a)
o= %eijkﬁj xOF = —%eijk’yj w = _%fijk% [ j,’yk]* = %eijkajk. (7.59b)
Dartiber hinaus fithren wir die Definition
AP =ikt xy? w3 = %ewm’y“ x4 P kT (7.60)

ein, mit der man leicht die Relationen
) und xS = i'e“l,mfy” x4l %y (7.61)

zeigen kann.

In den Gleichungen (7.56), (7.58), (7.60) und (7.61) werden 15 linear unabhéngige Grofien de-
finiert. Genau wie bei eine Grassmann-Algebra mit vier Generatoren hat auch Clj die Dimension
2* =16, so daf es sich bei {1,7#,0",v* % 75} um eine Basis von CI} handelt.

Bemerkungen:

e In Anhang C.3 wird eine alternative Darstellung dieser Algebra angegeben, die auf einer
Grassmann-Algebra mit sechs Generatoren beruht.

e Wenn man das Pauli-Produkt (7.52) durch Ableitungen nach v ausdriickt, lautet es
fxg = f exp(éwg“”g,yu) g. (7.62)
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7. Lorentz-Transformationen

7.5.3. Dirac-Abbildung und Definition einer Spur

Die Algebra Clj ist offensichtlich sehr #hnlich zu derjenigen, die durch die 4 x 4-Matrizen 4* der
Dirac-Theorie erzeugt wird. Tatséchlich wurde fiir die Erzeugung der Algebra durch die v* nur
die Antikommutatorrelation aus Gleichung (7.57) verwendet, die von der Form identisch mit der
bekannten Gleichung
{347 =9+ 47 = 2g" (7.63)

ist, so daf} die beiden Algebren isomorph sind. Der entsprechende Isomorphismus gp;.a. Wird durch
die Bedingungen

QDiraC(l) =I®I und :QDirac(’YH) =4 (7'64)
festgelegt, wobei I die 2 x 2-Einheitsmatrix ist. Im folgenden wollen wir gp;,,. die Dirac-Abbildung
nennen.

Die sogenannte Dirac-Darstellung der Clifford-Algebra, die durch die 4 x 4-Matrizen 4* erzeugt
wird, erhdlt man mit den Definitionen

@0:[325—3@[:(6 01> und &izfaaizz‘ﬁ@&i:(q ‘6) (7.65)

—ot

wobei es sich bei 6 um die Pauli-Matrizen aus (7.9) handelt. Die Matrizen I ® I und 4* (u =
0,1,2,3) werden durch

% = [3°4] =ic'we’, 67 = [¥.4] = epl ®5", (7.66a)
P=6lel, 4% =i’ und 4% = Ped (7.66b)

zu einer Basis der 4 x 4-Matrizen erginzt. Alle Basiselemente bis auf I ® I sind spurlos. Daher ist
die Spur gerade die lineare Abbildung von den 4 x 4-Matrizen nach C, die tr(I ® I) = 4 liefert und
die fiir alle iibrigen Basiselemente 0 ergibt.

Durch die Bedingung

Tr(f) = tr (epiwac(f)) ~ fiix  f€CI (7.67)

koénnen wir auch eine Spur auf Clj definieren. Diese Voraussetzung wird von
Tr(f) = 4/d94 do® do? do* x f (7.68)

erfiillt, wobei die Ahnlichkeit zur Definition der Spur fiir die gerade Unteralgebra von Cl3 auffallt,
die in Gleichung (7.13) zu sehen ist. Als einziges Element aus {1,7“,(7’“’,7" * 75,75} hat nur 1
eine von Null verschiedene Spur und es gilt

Tr(1) =4 / do* de? de* de' «1 =4 / do* do? de* de' 6'6%030* = 4 = tr(I @ I). (7.69)
Die Definition (7.68) ist auch in [HHS2004] angegeben.

Bemerkungen:

e Mit der Dirac-Abbildung sind die in (7.65) definierten Matrizen 3 und &' auf folgende Weise
Elementen aus Clj zuzuordnen:

QDiraC(eo) =p und QDiraC(ai) =a. (7-70)

e Bei Funktionen, die sowohl von ¢ als auch von ¢ und p abhéngen, kann man die Dirac-
Abbildung auf einfache Weise mit der Weyl-Abbildung aus dem Abschnitt 1.2.1 kombinieren:

QWeyl—DiraC (b(pv Q) f(@)) = QWeyl (b(pv Q)) ODirac (f(@)) (771)

Naheliegenderweise nennen wir oweyl.pirac die Weyl-Dirac-Abbildung.
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7.5.4. Alternative Darstellung der Lorentz-Transformation
Betrachten wir nochmals die in Gleichung (7.51) angegebene Lorentz-Transformation. Multipliziert
man diese Gleichung mit 6°, dann ergibt sich unter Beachtung von {6°, 6}, = 0 und [#°, %], = 0:

0% x L w(OH) = 00 « e§‘2‘5‘9'w)/2 « OF % esz"s—‘"@/?
= TR P e  IEIOIE L1 (@) e (1T2)

Die letzte Zeile zeigt, daB es eine Abbildung der Form f — T~! % f x T gibt, die der Lorentz-
Transformation von v = 6% « ©# als Vierervektor entspricht.
Dies motiviert die Einfithrung einer neuen Darstellung* der Lorentz-Transformationen:

T: foT s fxT  mit T=e F0092 (7.73)

wobei wir gleich die Argumente d und w weggelassen haben. Wie in Gleichung (7.72) zu sehen
ist, verhélt sich v* und nicht mehr ©* wie ein Vierervektor unter dieser Transformation. Dariiber
hinaus ergibt die Paritdtstransformation von v# gemifi Gleichung (7.54)

PHO) =005 6«6°=6"  baw.  P(y) =0 x0" = —"x0' = —F,  (7.74)

so dafl v* ein polarer Vierervektor ist.

Um den Exponenten von T aus Gleichung (7.73) in eine kovariante Schreibweise zu bringen,
verwenden wird die GréBlen o#¥, die in Gleichung (7.58) definiert wurden. Die beiden Terme aus
dem Exponent von 7" kann man mit (7.59) auf folgende Weise ausdriicken:

0 -w = —icYW' = %(am(—wi)—kaiowi)) = %( Yw0i + 00wio) (7.75a)
und .6 = <;eijkajk> 5t = %O‘jk (ej;ﬂ-y) = —%O‘jkw]‘k = —%Uijwij. (7.75b)

07

Hier wurde die Definitionen w® = w’ und w* ;= eijk(Sk verwendet. Die beiden Gleichungen (7.75)

kann man zu -6 — 0 - w = (0w, ) /2i zusammenfassen, so daf} sich

T — ei2'5—6~w)/2 _ e;iaﬁ“’ww/4 (776)
ergibt.
Mit dem Transformationsgesetz
T(YW) =T s« T = Lhy" (7.77)

kann man leicht zeigen, daf8 sich o#¥ wie ein Lorentz-Tensor verhilt. Die Grofie 4° ist invariant
unter Lorentz-Transformationen. Allerdings handelt es sich bei 4° um ein Pseudoskalar, wie man
leicht mit Hilfe von P(f % g) = P(f) * P(g) und (7.74) nachrechnen kann. Aus den Eigenschaften
von y* und ~+° folgt, daf es sich bei y* * 4> um einen Axialvektor handelt.

7.5.5. Der Viererspin in anderer Darstellung

In Gleichung (7.46) haben wir den Spin-Vierervektor S* = hS) * ©F/2i eingefiihrt. Da wir aber
einen Darstellungswechsel fiir die Lorentz-Transformationen durchgefiihrt haben, ist ©# unter der
Transformation (7.73) kein Vierervektor mehr und das gleiche gilt auch fiir die zuvor angegebene
Definition von S*. Daher muf3 der Spin-Vierervektor neu definiert werden, indem man ©* durch
den Vierervektor der jetzigen Darstellung v* ersetzt:

h h
S — ZQ * ,yli = 575 * 'y“, (778)

wobei wir die erste Gleichung aus (7.61) benutzt haben.

“Man beachte, daB es sich bei (7.73) tatsichlich um eine andere Darstellung als in Gleichung (7.51) handelt, da die
SL(2,C) nicht unitr ist, d.h. es gibt T € SL(2,C) mit T # T
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7.6. Die konforme Gruppe

In den Gleichungen (7.76) und (7.77) wurde gezeigt, daf man mit Hilfe der Grofien

1
M"Y = ot (7.79)

die Lorentz-Gruppe ﬁl erzeugen kann. Dies kommt auch in der bekannten Kommutatorrelation
(M, MP7], = ~i (g"M" — gh MY? — MM 4 6" M) (7.80)

zum Ausdrucken.

Wie wir in (7.59) sehen konnen, treten in o#” nur Elemente der Algebra Cl3 auf, so da§ man auch
die Lorentz-Transformation aus (7.50) mit Hilfe von M*” angeben kann. Durch die Hinzunahme
des Erzeugers 0° = A% wird die Anzahl der Algebraclemente verdoppelt. Daher stellt sich die
Fragen, ob die neu hinzugekommenen Gréflen auch zu physikalisch relevanten Transformationen
fithren.

Dies ist tatséchlich der Fall, denn mit eine der beiden moglichen Definitionen

1
Pt =—(1£9°) xy* 7.81
5 (1£77) v (7.81)
erhdlt man neben (7.80) noch die Kommutatoren
[P*,P¥], =0, [Pt M), =i(g""P° — gl PP). (7.82)

Damit ergibt sich die Lie-Algebra der Poincaré-Gruppe.
Fiihrt man die Definitionen

; 1
D:%’y‘r’ , P“:f(l+’y5)*’y“ und Pt =

5 (1 —4°) %" (7.83)

N =

ein, dann ergeben sich die Kommutatorrelationen aus Tabelle 7.2. Dabei handelt es sich um die
Lie-Algebra der konformen Gruppe, auf die wir hier aber nicht weiter eingehen wollen. Mehr zu
diesem Thema kann in [Cral991] gefunden werden.

[P, P"], = 2i(g"'D — M™)
[P*,D], = +iPt [P'®, D], = —iP'"
[PH P, = 0 PP, = 0
[P MP7) = i (g P7 — ghPe) | [P M), = (g P — gt ')
(MM MPo), = —i(g"P M7 — gho MYP — g"P MM + gV MHP)
[D,M"], =0

Tabelle 7.2.: Lie-Algebra der konformen Gruppe.
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8. Dirac-Theorie

In diesem Kapitel gehen wir auf die Dirac-Theorie ein, wobei einige zuvor eingefithrte Techniken
erstmalig zur Anwendung kommen. Die folgende Diskussion wird auch in den Artikel [HHS2004]
eingehen und kann dort in Kapitel 7 gefunden werden.

Im ersten Abschnitt betrachten wir die relativistische Beschreibung eines freien Teilchens, wobei
die Energie- und Spin-Projektoren dieses Systems bestimmt werden. Anschlieend fithren wir durch
minimale Substitution ein elektromagnetisches Feld ein. Um eine nicht-relativistische N&herung
durchzufiihren, {ibersetzen wir die Foldy-Wouthuysen-Transformation [FW1950] in den Sternpro-
duktformalismus. Der dritte und letzte Teil dient der Bestimmung einer manifest kovarianten
Gleichung, die der Dirac-Gleichung entspricht. Auflerdem werden die kovarianten Formen der Pro-
jektoren angegeben.

8.1. Bestimmung der Projektoren

Ausgangspunkt dieser Diskussion ist die als bekannt vorausgesetzte Hamilton-Funktion der Dirac-
Theorie
Hp = & - pc+ fmc?, (8.1)

wobei die 4 x 4-Matrizen & (mit i = 1,2,3) und 3 bereits in der Gleichung (7.65) angegeben
wurden. Auf der Basis der in Abschnitt 4.5 dargestellten Methoden, werden wir im folgenden
die Energieprojektoren dieses Systems bestimmen. Im zweiten Unterabschnitt wird gezeigt, daf es
eine erhaltene Spin-Observable gibt, wobei dort auch die beiden zugehorigen Projektoren bestimmt
werden.

8.1.1. Energieprojektoren

Um dem Hamilton-Operator (8.1) eine Funktion im gpd¥-Phasenraum zuordnen zu kénnen, benut-
zen wir die Dirac-Abbildung aus Unterabschnitt 7.5.3. Mit den Gleichungen

QDirac(eo) =p und QDirac(ei) =&’ (82)
aus (7.70) erhilt man die Hamilton-Funktion
Hp = 0pp,e(Hp) = 0 - pe+ 0°mc?. (8.3)

Im folgenden benutzen wir das Super-Moyal-Produkt aus Gleichung (4.54). Mit der Definition
0" = /2/hY; lautet es in diesem Kontext

. 3 3
ih s =~ & = -
frsg=f exp (2 > (80.0p — 9p,5) + > agjaej> J. (8.4)

i=1 §=0

Den fermionischen Teil dieses Produkts bezeichnen wir mit *p und den bosonischen mit #;, d.h.
es gilt

3 . 3
- o ih PR - o
fxpg= fexp<289j89j>g und  fHu g = fexp (2 Z (84:0p; — apiaql.)>g. (8.5)

7=0 =1
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8. Dirac-Theorie

Die Projektoren dieses Systems kénnen mit Hilfe des Sternexponentials (4.69)

ZOO 1/t\" gD
k=0 ED

bestimmt werden. Hier ist nur der fermionische Teil des Sternprodukts relevant, da keine g-

abhingigen Groflen vorkommen. Fiir das Sternexponential aus (8.6) mufl man offensichtlich HS*P

berechnen. Die Fille k = 0 und 1 sind trivial und fiir £ = 2 benutzen wir die Gleichungen
0 xp 07 = igijro® + 84 {000}, =0 und  xp¢°=1. (8.7)

Die erste Gleichung kann man der Multiplikationstabelle 7.1 entnehmen und die {ibrigen beiden
folgen direkt aus der Definition des Pauli-Produkts %p. Mit Hilfe von (8.7) erhalten wir

Hp g Hp = 0" x5 07 p'p’c® + (0’90 + 909i) p'me® + 60« Om2ct = 2p? + m2cl. (8.8)

Das Ergebnis ist also vom Grad 0.

Mit den Definitionen i
= fD und E =+/c2p? + m2ct (8.9)

kann man Gleichung (8.8) in der Form

Y

angeben. Der Vergleich mit (5.5) zeigt, daf die gleiche Situation wie beim fermionischen Oszillator
vorliegt. Wie man der Gleichung (5.3) entnehmen kann, nimmt dort /iw/2 die Rolle von E ein. Die
Projektoren und die dazugehérigen Energieniveaus kénnen wir daher direkt aus (5.12) iibernehmen:

1 1 H
m2p(p) =5 (1 +y) =3 <1 - b?) mit  E} = +E. (8.11)

Diese Projektoren erfiillen die Sterneigenwertgleichung
Hp *s 72g(p) = B 71p(p) = £E72p(p). (8.12)

8.1.2. Spin-Projektoren

Den Spin-Vierervektor haben wir bereits in Gleichung (7.78) als

h

definiert. Der rdumliche Anteil dieses Vierervektors in Richtung des Einheitsvektors wu liefert die
skalare Observable

I
Su = 575 xp (v - u). (8.14)

Wir bestimmen nun den Kommutator mit der Hamilton-Funktion aus Gleichung (8.3). Die
beiden Rechnungen

0,95 %P V' ep = 95 %2 Ve = =55 {157 1ep = 0 (8.15a)
und  [0-p. s (VoW = = xpysxp {7,V hpp't! = 2% 5pysp-u (8.15b)

zeigen, dafl die Spin-Observable S, nur dann mit Hp kommutiert, wenn der Einheitsvektor w
orthogonal zum Impulsvektor p ist. Wir nehmen also

p-u=0 (8.16)
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8.2. Nicht-relativistische Nédherung der Dirac-Gleichung

an, so daf} S,, aus Gleichung (8.14) eine Erhaltungsgrofe ist.
Es sollen nun die Projektoren zur Observable S, bestimmt werden. Da u ein Einheitsvektor ist,
erhalten wir

Su*p Su=— (ZY (v-u)xp (v-u) = - <Z>2 % (v}, ! = <Z>2 (8.17)

Mit y = 2S,/h und 2/h anstelle von E kann man daher direkt die Projektoren aus (8.11)

ibernehmen:

75 (u) = % (1 + 2Su> mit Sy *kp mi(u) = igwi(u). (8.18)

Das Produkt aus einem Energieprojektor 7'(2 g(p) und einem Spin-Projektor 7T§E(’U,) ist gleichzeitig

Sterneigenfunktion von Hp und Sy, wobei die beiden Vorzeichen unabhéngig voneinander gewéhlt
werden konnen. Bei vorgegebenen Vektoren p und v mit p - uw = 0 werden mit den Projektoren
der Form 72 (p) 7% (u) daher vier verschiedene Zustinde unterschieden.

8.2. Nicht-relativistische Ndherung der Dirac-Gleichung

Wir betrachten die relativistische Beschreibung eine Teilchens mit der Ladung +e und dem Spin
1/2, das sich frei in einem elektromagnetischen Feld bewegt. Die entsprechende Hamilton-Funktion
kann aus Gleichung (8.3) durch minimale Substitution gewonnen werden:

Hp =0 - (cp —eA) + 0°mc® + ep. (8.19)

Ziel ist es, eine nicht-relativistische Naherung dieser Hamilton-Funktion herzuleiten. Durch An-
wendung der Weyl-Dirac-Abbildung aus Unterabschnitt 7.5.3 kénnen wir das Ergebnis dann mit
dem Hamilton-Operator aus Gleichung (6.5) vergleichen.

8.2.1. Die Rolle der Paritat in der nicht-relativistischen Naherung

Die Hamilton-Funktion aus Gleichung (8.19) formen wir nun zu

H
H= "2 =00+£+0 (8.20)
mc
—eA
mit £ = —  ud 0 =9 P 2 (8.21)
mc mc

um, wobei sich die beiden Terme £ und O in ihrer Paritdt unterscheiden. Mit der Definition aus
(7.54) erhélt man

PE)=0"xpExpf’=E und  PO)=0"+p Oxpd’ = -0. (8.22)

Aufer £ hat auch #° eine positive Paritiit, withrend O eine negative Paritéit besitzt.
Die letzten beiden Gleichungen kann man auch in der Form

{°,0}, =0 und  [0°¢], =0 (8.23)

P

angeben.
Wir wollen nun demonstrieren, wie ein Operator mit negativer Paritit auf die Energieprojektoren
aus (8.11) wirkt, wobei wir uns ins Ruhesystem des Teilchens mit p = 0 begeben:

1
g = 3 (16 mit  Ey = tmc?. (8.24)

85



8. Dirac-Theorie

Es sei eine Funktion C gegeben, die die Eigenschaften
CxsC=1 und  {C,6°} =0 (8.25)

besitzt. Die zweite Gleichung besagt, dafl es sich hier um eine Grofle mit negativer Paritédt handelt.
Wie die Gleichung

C*SWEE*SC:C*P%(liGO)*IJC: (1¥90):7T2E (8.26)

N |

zeigt, bewirkt die Gréfe C einen Ubergang zwischen Zustéinden mit negativer und positiver Energie.

In einer nicht-relativistischen Naherung diirfen solche Prozesse nicht stattfinden, so dafi die
Hamilton-Funktion eine positive Paritéit haben muf. Ziel einer Transformation, die eine nicht-
relativistische Naherung ermdoglicht, muf} es also sein, den Anteil der Hamilton-Funktion mit ne-
gativer Paritit vernachlissigbar klein zu machen.

Im folgenden betrachten wir den nicht-relativistischen Grenzfall, dal die Lichtgeschwindigkeit
¢ groB gegeniiber allen anderen auftretenden Groéflen ist. Den grofiten Beitrag zur Funktion H
aus (8.20) liefert daher der Term 6°, der dem Masseterm mc? in der Hamilton-Funktion Hp
entspricht. Die in (8.21) angegebenen Terme £ und O sind von der Ordnung 2 bzw. 1 in dem
Entwicklungsparameter 1/c. Da O eine negative Paritéit besitzt, mufl dieser Beitrag zu H minimiert
werden.

Bemerkung: In der Dirac-Darstellung als 4 x 4-Matrizen ist ein Operator mit positiver Paritét

von der Form
(; 2) (8.27a)

und ein Operator mit negativer Paritéit hat die Gestallt

<2 ’5) , (8.27h)

wobei * hier jeweils fiir eine 2 x 2-Matrix mit beliebigen Eintrigen steht. Eine Matrix wie in
(8.27a) nennt man auch gerade und eine Matrix mit der in (8.27b) angegebenen Form ungerade.
Offensichtlich 148t sich jede Matrix als Summe eines geraden und eines ungeraden Anteils schreiben.
Ungerade Operatoren bewirken Uberginge zwischen Spinoren mit positiver und negativer Energie,
so daf sie in einer nicht-relativistischen Naherung nicht auftreten diirfen.

8.2.2. Eine unitire Transformation

Die Foldy- Wouthuysen-Transformation [FW1950] ist eine unitéire Transformation, die gerade so
gewdhlt ist, daBl der Beitrag zu H mit negativer Paritdt in der nicht-relativistischen N&herung
kleiner wird, d.h. daf8 seine Ordnung in dem Entwicklungsparameter 1/c zunimmt!. Durch Wie-
derholung dieser Transformation kann man die Ordnung sukzessive erhéhen.

Zunéchst betrachten wir den unitér transformierten Projektor

7 =UsxgmxgU mit U:eff;

(8.28)

wobei R eine reelle? Funktion ist, die auch von der Zeit abhéingen kann. Analog zu (1.80) lautet

die Bewegungsgleichung
or
th— = |H,n
at [ ? ]
'Hier wurde gegeniiber [FW1950] ein anderer Entwicklungsparameter gewihlt (vgl. FuBnote auf Seite 34 von
[FW1950]).
Es sei daran erinnert, daB der zur reellen Funktion R gehorende Operator gp;,..(R) hermitesch ist.

:H*SW—’/T*SH. (8.29)

*S
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8.2. Nicht-relativistische Nédherung der Dirac-Gleichung

Sie soll nun fiir den Projektor 7’ umgeschrieben werden.
Durch Einsetzen von

O =0, (Usgn' xgU) = (0U) xg ' xg U 4+ U g (0y7") x5 U + U x5 7' x5 (U (8.30)
in (8.29) erhalten wir
U x5 (ihdyn') x5 U = (H x5 U — (ihd;)U) x5 7' x5 U — U xg 7' x5 (U xg H + U (ihdy)). (8.31)
In der zu (8.29) analogen Form lautet diese Gleichung
ihoyr’ = [H’m’]*s mit H' =Uxg (H — ihdy) =g U. (8.32)

Die hier fiir die Hamilton-Funktion angegebene Transformation ist auf die dimensionslose Grofie
H aus (8.20) iibertragbar, so da§ wir schliefflich

H' ; ih —i
H/ = mCQ = e:_;R *g (H — TnCZat> *g 6*57:R (833)
erhalten. Auch diese Grofle 1a8t sich wie in (8.20) in zwei Teile mit verschiedener Paritét zerlegen,
so dafl man die Transformation auf analoge Weise wiederholen kann.

8.2.3. Die Foldy-Wouthuysen-Transformation

Nun ist noch R so zu wihlen, dafl O tatsichlich durch einen anderen Term O’ mit negativer
Paritiit ersetzt wird, der eine hthere Ordnung in 1/¢ hat als O. Der iiblichen Foldy-Wouthuysen-
Transformation [FW1950] entsprechend wihlen wir

iR = 5 *P 0. (8.34)
Da O und 6° reell sind und miteinander antikommutieren, ist R gemif Gleichung (4.35) ebenfalls
reell. Daraus folgt, dafl die Funktion U = efg unitér ist.

Die Grofie H' aus (8.33) werden wir nun mit der Baker-Campbell-Hausdorff-Gleichung bestim-
men. Dabei betrachten wir nur die Entwicklung bis zur Ordnung (1/c)?, so da88 es uns geniigt, die
Ordnung des Terms mit ungerader Paritiit auf wenigstens (1/c)® zu steigern. Da iR genau wie O
aus (8.21) von der Ordnung 1/¢ ist, mufl man in der Entwicklung von H’ in unsere Niherung nur
endlich viele Terme beriicksichtigen. Wir erhalten daher

1 1
H = H + [iR7 H]*s + i[iRv [iRv H]*s]*s + ﬁ[iR> [iRv [iR, H]*s]*s]*s

3!
1. h . 1 h . _ .
—1—1[1}2, [iR,[iR, [iR, H], Juglusles — WR - iw[zR, Rlig + ..., (8.35)
wobei sich die letzten beiden Terme aus der Rechnung
. . 1 .1 )
ei}; *g 10; *g e*—;R =101 + [iR, 104)sp, + 5[z‘R, [iR,i0)sglsg +... =R+ 5[z’R, Rlig + ... (8.36)

ergeben.
In Anhang C.5 wird gezeigt, dafl sich die Gleichung (8.35) zu

H = 0+ +0 (8.37a)
1 1 1 ih
. I 0 ~M2*s _ —mixg | _ —
mit & E+0°xp (2(9 0 ) 2 {O, <[O,8]*S +— O)LS (8.37b)
md O = g0 xp [0,€],. — Lo + ih_go xp O (8.37¢)
2 TTi*s 3 2mc?
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vereinfachen lit. Wie in (8.20) wurde M’ in einen Teil 6° 4+ £’ mit positiver Paritiit und einen Teil
O’ mit negativer Paritit aufgespaltet. Die reelle Funktion ¢R haben wir gerade so gewihlt, dafl
der Term O in der transformierten Funktion H’ nicht mehr erscheint. An die Stelle von O tritt
die Grofie O', die von der Ordnung (l/c)3 ist und somit um zwei Ordnungen kleiner als O. Die
Funktion £ mit positiver Paritit hat genau wie £ die Ordnung (1/c)?.

Da jetzt die gleiche Situation vorliegt wie mit H in (8.20), kénnen wir die Transformation mit H’
wiederholen, um die Ordnung des Terms mit negativer Paritit weiter zu erhhen. Dazu miissen wir
lediglich £, O durch die entsprechenden gestrichenen Groéfien ersetzen. Anhand der Gleichungen
(8.37b) und (8.37¢) kann man sich leicht davon {iberzeugen, dafl nach einer zweiten Transformation
lediglich

H = +&"+0" mit &£ =& uwd 0"=0 (8.38)

iibrighleibt, wenn man nur Terme bis zur Ordnung (1/c)* behilt. Mit £ aus Gleichung (8.37b)
erhalten wir daher das Ergebnis

HII
mc2

1 1 1 ih .
" _ g0 14 —O%*s _ —@4*s _ - .
H 0" xp < +2(9 80 + & 3 O, [0,5]*34- 62(’) *37 (8.39)

wobei diese Grofie ausschliellich aus Termen mit positiver Paritdt besteht.

Bemerkung: Man beachte, dal bisher nur die Ordnung und die Paritit der Gréflen £ und O
benutzt wurde. Da man jede Funktion in zwei Teile mit verschiedener Paritit aufspalten kann, ist
das Verfahren tatséchlich auch auf andere Systeme anwendbar. Auflerdem 148t es sich neben der
Paritat auch fiir andere Abbildung benutzen, deren doppelte Anwendung der Identitét entspricht.

8.2.4. Anwendung auf ein Teilchen im elektromagnetischen Feld

Von der allgemeinen Transformation kommen wir nun wieder zum konkreten System des Teilchens
im elektromagnetischen Feld zuriick. Dazu bestimmen wir Gleichung (8.39) mit den Gréfien £ und
O aus (8.21).

Im folgenden werden wir héufiger

pir flug = [pis fls,, = —ih0g f  wnd  {pi, f}., = {pi, f}.,, = 20'f (8.40)

benutzen, wobei man diese Gleichungen leicht mit Hilfe des Moyal-Produkts (8.5) beweisen kann.
Durch Anwendung der ersten Gleichung aus (8.40) folgt

ih . e eh

. eh :
m2¥ = 23l Pl it A=

9 <—V¢—iA> —i- 9. B (8.41)

i
m2c3

[0, &] +

Mit diesem Ergebnis kénnen wir den letzten Term aus (8.39) bestimmen, der proportional zu

ih . ieh
{O, <[(’),5]*S+mCQO>LS = W[O.p,B.E]*S

ieh 1 P o oo o
= g (09, LB, {00, 0 B, )
eh . . .
= 5 (iegrot2p' B — §9in0, B)
me=c
2eh eh? .

ist. Hier wurde neben (8.40) noch die Gleichung

0" xp 07 = ie;jp0" + 3y (8.43)
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aus (8.7) und die Tensorregel (4.59) benutzt.
Um die in H” enthaltene GroBe O%*S zu bestimmen, verwenden wir in der folgenden Rechnung
erneut die Definition P’ = p' — eA/c:

1
0*s m 23 ((0: 0-P))
= m 62 <6ZJ *]u P’ ) + ’L'GijkO'i(Pj * N Pk))
= <P*MP—Z€”]€O' [ ',Ak]*M)
1 e \2*M eh
= =5 (p - EA) - 50 B. (8.44)

Diese Gleichung benutzen wir als Grundlage zur Berechnung von O%*s:

4

e dxpp p
_ —A) - P 8.45
(p c mict (8.45)

dxg
o= mict
wobei das Ergebnis nur bis zur Ordnung (1/¢)* angegeben wurde.
Die Zwischenergebnisse (8.42), (8.44) und (8.45) konnen in H” aus (8.39) eingesetzt werden,
wobei wir durch Multiplikation mit mc? schlielich folgendende Hamilton-Funktion erhalten:

1 2, 4 h
H' = ¢° ch—i-—(p—EA) M—% _ g xg o B+ ep
2m c 8m2c 2mec

eh eh?
Vernachlissigt man Terme der Ordnung (1/c)?, dann erhilt man — bis auf den zusitzlichen Faktor
0° und den konstanten Term mc? — das gleiche Resultat, das auch die minimale Substitution von
H = p?/2m liefert (vgl. Unterabschnitt 6.1.3). Bei den Termen proportional zu (1/c)? handelt es
sich daher um relativistische Korrekturen.

8.2.5. Operatordarstellung

Um Gleichung (8.46) mit den bekannten Ergebnissen im Operatorformalismus vergleichen zu
koénnen, miissen wir die Weyl-Dirac-Abbildung darauf anwenden. Dazu wiederholen wir die Defi-
nition

QWeyl—Dirac (f(e) b(pv Q)) = ODirac (f(e)) QWeyl (b(pv Q)> (847)

aus Gleichung (7.71). Die wesentlichen Abbildungsvorschriften fiir gp;,,. haben wir bereits in (7.70)
bzw. (8.2) angegeben. Da es sich bei gp;;,. um eine Abbildung auf die 4 x 4-Matrizen handelt, wird
o! nicht auf 6 = gp,,;;(c?) abgebildet, sondern es gilt

n i (600
QDirac(U ) =X'= <0 a_z) . (848)

Die Wirkung der Weyl-Abbildung wird durch Gleichung (1.17) festgelegt, wobei wir in diesem
Kontext den Spezialfall

(f(@)p+pf(2) (8.49)

N | —

QWeyl(f(Q)p) =

benétigen werden.
In der Berechnung von oy pirac(H”) mufl nur solchen Termen Beachtung geschenkt werden,
in denen gewohnliche Produkte von Orts- und Impuls-Variablen gemeinsam auftreten. Dies ist
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lediglich bei dem Term proportional zu o - (E x p) der Fall, da E eine Funktion von g ist. Aus
den Gleichungen (8.47) und (8.49) folgt
QWoyl—Dirac (G : (E(q) X p)) = €ijk ODirac (O—z) Qchl(Ej (Q) pk)
A1 S R .
= € 3 (E7(q) p* + " E7(q))

- %z (E(@) x p—p x E(G)). (8.50)

Wir betrachten nun die Ortsraumdarstellung mit § = g und p = AV /i. Im letzten Term von (8.50)
wirkt der Operator p sowohl auf E(q) als auch auf darauf folgende Funktionen. Daher erhalten
wir schliefSlich

- . 1h
st (0 (B p)) = 5+ (B x pt Y rot ). (851)

Mit Hilfe von Gleichung (8.51) kénnen wir nun die Hamilton-Funktion (8.46) in der Operator-
darstellung H” = oweyi1.pirac(H") angeben:

- - 1 e .\ 2*M pt eh ~&
o = 2 —(‘—fA) —-—— | —-——p%-B
b <mc o \ P72 8m3c? 2mcﬁ tey
eh - R ieh? . eh? .

was mit dem bekannten Ergebnis aus [BD1964, Seite 62] iibereinstimmt.

Durch den Vergleich mit der Hamilton-Funktion der Pauli-Theorie (6.5), die durch minimale
Substitution von H = ik /2m gewonnen wurde, kann man die relativistischen Korrekturen iden-
tifizieren. Der Term der Ordnung p* ist die relativistische Korrektur der kinetischen Energie und
der Term proportional zu div F ist als Darwin-Term bekannt. Die beiden verbleibenden Terme mit
FE enthalten die Spin-Bahn-Energie. Nur zusammen ergeben sie einen hermiteschen Beitrag zum
Hamilton-Operator H”.

8.3. Kovariante Projektoren

In diesem Abschnitt leiten wir die manifest kovarianten Formen der Energie- und Spin-Projektoren
ab, die in Abschnitt 8.1 angegeben wurden. Dabei nutzen wir die Tatsache aus, dafl es zwischen der
kovarianten und der nicht-kovarianten Beschreibung im Ruhesystem mit p = 0 keinen Unterschied
gibt. Die kovarianten Projektoren kénnen mit Hilfe des Lorentz-Boosts bestimmt werden, der in
Kapitel 7 eingehend beschrieben wurde.

8.3.1. Energieprojektoren
Zunéchst schreiben wir die Gleichung (8.12) fiir den Fall p = 0 in der Form
(Hp T E) xg 77 5(0) = (6°me T me) xp 725(0) = 0, (8.53)

wobei die Definitionen (8.3) und (8.9) verwendet wurden. Die Lorentz-Transformationen fiir v ist
in Gleichung (7.77) zu finden:

TY) =T L sxpylxpT = L* 4", (8.54)
Diese Transformation kénnen wir auf die Sterneigenwertgleichung (8.53) anwenden, so daf sich

T Lsp (0OmeTme) s pmlp(0)xpT = (T L xpOmexp TFme) s p T xpalp(0)xp T =0 (8.55)
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ergibt.

Es wird hier ein reiner Boost ohne Drehung betrachtet. Um T %p Omexp T zu bestimmen,
rufen wir uns in Erinnerung, daf§ Gleichung (8.54) eine passive Transformation von v# darstellt.
Der Lorentz-Boost von p = pty,, geméfl (8.54) entspricht daher einem aktiven Lorentz-Boost des
Vierervektors p. Da mey? gerade p fiir das Ruhesystem ist, folgt daraus

T spmey’ «p T = p, (8.56)
so dafl wir Gleichung (8.55) auf folgende Weise umformen konnen:
(p F me) xp 12, (p) =0 mit 72 () =T sp 7p(0) +p T. (8.57)

Dies ist gerade die Dirac-Gleichung im Sternproduktformalismus.
Bei der Funktion 72,,(p) aus (8.57) handelt es sich um den kovarianten Projektor, der sich
explizit bestimmen 148t, indem wir 77 ;(0) aus (8.24) beriicksichtigen:

_ 1 1 P +p+ me

D 1 0

=T —(1+46 T=-11+ = . 8.58

() Y ( ) P 2 ( mc) 2me (8:58)
Diese Projektoren korrespondieren zu den bekannten Energieprojektoren aus der herkémmlichen
Dirac-Theorie.

8.3.2. Spin-Projektoren

Um die Spin-Observable aus Gleichung (8.14) in eine kovariante Schreibweise zu bringen, nehmen
wir an, daf w der riumliche Teil eines Vierervektors u* ist, dessen Komponente u° im Ruhesystem
verschwindet. In diesem Fall erhdlt man im Ruhesystem

h h
Sy = 575 xp (v -u) = —575 *p i, (8.59)
wobei die rechte Seite die kovariante Verallgemeinerung der Spin-Observablen (8.14) ist. Durch
einen Lorentz-Boost wie in Gleichung (8.54) kann u® nun auch von Null verschiedene Werte an-
nehmen.
Die kovariante Form der Bedingung w? = 1 lautet

utu, = —1. (8.60)
Damit gilt wie zuvor
2 s 5 AN n\?
Su *p Sy = <2> vy *P¢ *pyxp % = - (2> utu 5 {’Y,u,v’yn}*P = (2) . (861)
Mit S, aus (8.59) gehen die Spin-Projektoren (8.18) nun iiber zur kovarianten Darstellung
1 2 1
Wis(u) =3 <1 + hSu> =3 (1 T4 *p 1/5) ) (8.62)

Dies entspricht ebenfalls dem bekannten Ergebnis aus der Dirac-Theorie. Um zu gewahrleisten,
dafl diese Projektoren mit den Energieprojektoren (8.58) kommutieren, dndern wir die Orthogo-
nalitdtsbedingung v - p = 0 in

up, =0 (8.63)

ab. Daraus folgt
[V xp i pl,, =" *p (P}, =7 u'p = 0. (8.64)
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Auf Grund von Gleichung (8.61) erfiillen die kovarianten Spin-Projektoren die Sterneigenwert-

gleichung

Sy #p 7S (1) = igwis(u). (8.65)

Dieses Ergebnis mit der Observablen (8.59) und den Projektoren (8.62) ergibt sich auch direkt aus
(8.18), indem man die Lorentz-Transformation (8.54) anwendet.
Mit dem Energie- und dem Spin-Projektor kann man das Produkt

T2 (0, 1) = T2 (p) #p 72 (u) (8.66)

bilden, wobei die beiden Vorzeichen in +m und +s unabhéngig voneinander gewihlt werden kon-
nen. Aus der Kommutatorrelation (8.64) kénnen wir zwei Eigenschaften der Funktionen 772%1,15
folgern: Einerseits besitzt diese Funktion genau wie ihre Faktoren Projektoreigenschaften und
andererseits erfiillen die vier Projektoren ﬂgf’n,is sowohl die Sterneigenwertgleichung (8.57) als

auch (8.65). In diesem Sinne entsprechen sie den Viererspinoren v und v aus der Dirac-Theorie.
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Fazit

Im ersten Teil dieser Arbeit sahen wir, dafl die Wigner-Funktionen eine Formulierung der Quan-
tenmechanik auf dem Phasenraum ermoéglichen, die stetig in die klassische Mechanik iibergeht,
wenn h gegen Null strebt. Der harmonische Oszillator wurde betrachtet, um einige Methoden der
Deformationsquantisierung anhand eines expliziten Beispiels zu illustrieren. Bei der Rechnung hat
sich das umbrale Kalkiil als niitzlich erwiesen. Darauf basierend wurde bei der Diskussion des
Landau-Problems gezeigt, dafl die minimale Substitution in der Hamilton-Funktion durch eine
Modifikation des Moyal-Produkts ersetzt werden kann.

Die Deformationsquantisierung konnte im zweiten Teil erfolgreich auf Grassmann-Variablen er-
weitert werden, was zu den Definitionen des Super-Moyal-Produkts und der Super-Moyal-Klammer
fiihrte. Durch die Deformation der Grassmann-Algebra ergab sich eine Clifford-Algebra, so dafl wir
diesen Ubergang ,, Cliffordisierung “ genannt haben. Die Cliffordisierung entspricht dem Wechsel von
der pseudoklassischen Mechanik zur fermionischen Quantenmechanik.

Mit dem Super-Moyal-Produkt lief} sich eine Bewegungsgleichung angeben, die die fermionischen
Freiheitsgrade beschreibt, wie am Beispiel des fermionischen Oszillators demonstriert werden konn-
te. Kombiniert mit den Ergebnissen zu den Landau-Niveaus waren wir in Lage, den Feynman-Trick
anzuwenden, um den Spin eines Teilchens im homogenen Magnetfeld im Rahmen der Pauli-Theorie
zu beriicksichtigen.

Es wurde gezeigt, dafl die Grassmann-Algebra mit der Super-Moyal-Klammer zu einer gradu-
ierten Lie-Algebra wird, die sich auf den bosonischen Phasenraum erweitern lie}. Damit war die
formale Grundlage geschaffen, um einige Aspekte der supersymmetrischen Quantenmechanik zu
diskutieren, wie wir am Beispiel des supersymmetrischen Oszillators gesehen haben. Mit diesen
Ergebnissen konnte schlieflich die Supersymmetrie des Landau-Problems fiir ein Teilchen mit Spin
offenbart werden.

Mit Hilfe der deformierten Grassmann-Algebra ist es uns im dritten Teil dieser Arbeit gelungen,
Lorentz-Transformationen darzustellen. Dies wurde benutzt, um im letzten Kapitel eine manifest
kovariante Version der Dirac-Theorie herzuleiten, die zur {iblichen Formulierung dquivalent ist. Im
Hamilton-Formalismus konnten wir auflerdem die Foldy-Wouthuysen-Transformation anwenden,
um die niedrigsten relativistischen Korrekturen zur Pauli-Theorie zu bestimmen. Mit der zuvor
definierten Weyl-Dirac-Abbildung haben wir das bekannte Ergebnis des Operatorformalismus re-
produziert.

Im Kontrast zur kanonischen Quantisierung erlaubt die Deformationsquantisierung einen intui-
tiveren Zugang zur Quantenmechanik. In dieser Arbeit konnte das Anwendungsspektrum dieser
Quantisierungsmethode und der hier diskutierten fermionischen Erweiterung allerdings nur ange-
deutet werden. Die Behandlung der Quantenfeldtheorie in Rahmen der Deformationsquantisierung
ist ebenfalls moglich, wobei hier auf [HH2002¢| verwiesen werden soll.
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A. Anhang zur bosonischen
Deformationsquantisierung

In diesem Anhang werden einige Nebenrechnungen zu den ersten drei Kapiteln angegeben, in denen
die bosonische Deformationsquantisierung behandelt wird.

Zunéchst wird der Weyl-Isomorphismus an einem einfachen Beispiel demonstriert. Im zweiten
Abschnitt soll die Assoziativitiat des Moyal-Produkts im Fall eines zweidimensionalen Phasenraums
bewiesen werden, wobei die Integraldarstellung des Moyal-Produkts verwendet wird. Im anschlie-
Benden Abschnitt ist eine Nebenrechnung zu finden, die fiir die Herleitung der Bewegungsgleichung
benétigt wird. Der vierte Teil dient zur Bestimmung der Unschérferelation.

Waéhrend sich die ersten vier Abschnitte auf das Kapitel 1 beziehen, wird im fiinften Abschnitt
eine Rechnung prisentiert, die fiir Kapitel 3 relevant ist. Dieser Abschnitt dient der Transformation
des Moyal-Produkts auf Koordinaten, die sich in der Behandlung des Landau-Problems als niitzlich
erweisen.

A.1. Ein Beispiel fiir den Weyl-Isomorphismus
Als einfaches Beispiel fiir die Giiltigkeit von (1.42) soll

OWey1 (AP * P) = Owey1(qP) Owey1 (D) (A1)

mit Hilfe der Gleichung (1.12) in der Form p§ = ¢p — ik iiberpriift werden.
Mit N N
th, =~ £ = i
ap*p = qp {1+2(3q3p—3p3q)} p=ap’+5p (A.2)
und (1.13) erhélt man fur die linke Seite

1, 9 ih 1,.. IO ih .
owei(ap#p) = 5 (@0° +0%0) + 5p = 5 (@° +pap — i) + 5P
1 R iR
= 5 (24P —2ihp) + b = p* — b, (A.3)
2 2 2
was identisch ist mit dem Ergebnis der Rechnung
1, .. .. | .9 th
Owey1 (4P) owen(p) = 5 (@D +p4) p = 5 (240 —ih) p = 4" — 5P (A.4)
fiir die rechte Seite. Somit ist Gleichung (A.1) bewiesen.
A.2. Assoziativitat des Moyal-Produkts
Laut Gleichung (1.53) kann man das Moyal-Produkt als
1 41
f*9=1 3 / dq'dq"dp'dp” f(d',p")g(q", p") exp <hA(X’ XCX”)) (A.5)
schreiben, wobei die Definition
24(x,x,x") =p(¢" =)+ (¢ —¢") +0" (¢ —q) (A.6)
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aus (1.52) zu entnehmen ist. Mit Hilfe dieser Gleichungen soll nun das dreifache Moyal-Produkt
berechnet werden.
Durch wiederholte Anwendung von (A.5) findet man:
44

1
(frg)xh = -5 /dddq’”dﬁ dp"' (f * g)(q,p) h(¢",p") exp (hA(x,fc,X’”)>
Vs

1 . _
= h47.r4 / dq/dq//dqlﬂdq dp/dp//dp///dp f(q/, p/)g(ql!7 p//)h(qlll7 p///)

49 49
X exp <7§A()~<,x’,x”)> exp (;A(X,f{,x”’)>

1
= 4547[-4 / dq/dq,,dqllldp/dp//dp”,f(q/, p/)g(ql!7 p//)h(qlll7 p///)

X /dq dp exp (Z?(A(fc, x', x") + A(x,fc,x’”))) ) (A.7)

Um die Integration iiber ¢ und p ausfithren zu kénnen, mufl man das Argument der Exponential-
funktion mit Gleichung (A.6) explizit als
2(A(x, ¥, x") + A(x,%,x")) = p(¢"—d)+9 (@-4¢")+1"(d -9
+p(¢" =q) +p(a—q")+p" (@~ q)
_ q~(7p+p/7p//+p///) +ﬁ(q—q'+q"—q'")
/ I /!

+0'd" +p"d +pd" —p"'q (A-8)
schreiben. Mit der bekannten Gleichung fj:; exp(ixt) dt = 2md(x) erhilt man daher

4
/d(j dp exp (}Z(A(fg x’7x”) + A(X,)N(,X/”))>

eXp (2];/ (p/q// +p//q/ +pq/// _ p///q))
N
< [ e (2o 40" 15 - "))
- (ij W' +v"d +pd" - p’"‘ﬁ) whS (p—p +p" = p") 0(a—d +d"—q"). (A9)

Aus den Argumenten der J-Funktionen lieBt man die Bedingungen

/11

p=p —p +p und  g=q¢ —¢"+¢" (A.10)
ab, so daf} sich

/i /] /11 v/ /1

Pd"+0"d +pd" —p"q = P +0"d+ @ -0")d" 0" (¢ —q")
" (q// o q///) T (q/ . q///) T (q// . q/)
= 2A(X,x",x") (A.11)

ergibt. Die Gleichungen (A.11) und (A.9) konnen schlieBlich in (A.7) eingesetzt werden und man
erhélt

1
(fxg)xh = s dq'dq" dq" dp'dp" dp™ f (¢, p")g(d", ") (¢", p")
4i

5 (p 7p/ +p// 7p///) 5 (C] B q/ + q// o q///) exp <hA(X/,X”,X”/)> _ (A.lQ)

Da auf der rechten Seite kein Bezug mehr auf die Klammerung der linken Seite genommen wird,
folgt aus dieser Gleichung die Assoziativitit des Moyal-Produkts.
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A.3. Umformung eines Integrals

Ziel dieses Anhangs ist es, die rechte Seite der Bewegungsgleichung (1.77)

m%ﬂq,p; t) = /dl/ (q— /2l [H(t), p(t)] g + y/2) e™/" (A.13)

umzuformen, so dafy die Wigner-Funktion (g, p;t) explizit auftritt. Im der folgenden Rechnung
wird nur der erste Term betrachtet, da sich das Ergebnis fiir den zweiten Term daraus auch ohne
erneute Rechnung schlieflen 148t.

Zunéchst findet der Wechsel in die Ortsraumdarstellung statt:

[ v ta=ui2l @00 la-+ /20
= /dy dq' (g — /21 H(t) |¢") (v, t) (. tlq + y/2)ev/™
= [an ([ arsta- w2 -0y 0 Soss 0t 0)) dla iz
- /dy (H(a —y/2,ihdy — ihdy/2:t) ¥(q — y/2,t) Pla +y/2,1)) ™/ (A.14)
Man beachte, da$§ die Ableitung 9, = 30, — 0y nicht auf ¥ (q + y/2,t) wirkt.

Es muf} versucht werden, die Hamilton-Funktion H aus dem Integral zu entfernen. Durch wieder-
holte partielle Integration erhélt man fiir eine Funktion ¢(y) mit lim, .+ g(y) = 0 die Gleichung

/ dy ((ihdy) g(y)) e/ = / dy f(p) g(y) e™/". (A.15)
Da die Hamilton-Funktion ohne Beschrinkung der Allgemeinheit die Form H = p?/2m + V(q;t)
hat, kann man das Integral in Gleichung (A.14) in zwei Terme aufteilen. Da die y-Abhéingigkeit

nur im Potentialterm auftritt, 148t sich Gleichung (A.15) dann auf den kinetischen Anteil der
Hamilton-Funktion anwenden, so dafl man die Rechnung aus Gleichung (A.14) durch

/ dy (q—y/2| H(®)p(t) |q +y/2) €/
= /dyH(q_y/2,p—iﬁaq/Q;t)dJ(q—y/2,t)qz)(q+y/2’t)eipy/ﬁ (A.16)
fortfithren kann.

Da der Translationsoperators exp(yd,) angewendet auf f(q) eine Verschiebung des Funktionsar-
guments ¢ — g + y bewirkt, kann man die letzte Gleichung in

[ v ta= w2 B@p0) la-+ v/2) 7"
= /dy H(q,p — ihdy/2:t) e V002 (q — y/2,8) (g + y /2, t) e/
ih i ih s _
= H{gop— 50t /dy exp (7 (P+ 500 )y ) vla—u/20)0(a+y/2.8) (A7)
umformen. Der Vergleich mit Gleichung (1.48) liefert schliefllich

/dy (q—y/2l HO)p(t) lg+y/2) e/ = H(q,p;t) * /dy W(g—y/2,t) V(g +1y/2,t) PP
H(q,p;t) * w(q, p;t). (A.18)
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Bemerkung: Analog zu (1.48) gilt

ih ih
f(a,p) x9(q,p) = f(q,p) g<q 5 Op P+ 23q>- (A.19)
Wie der Vergleich mit
_ _ il -
m(q,p;t) = /dy (V(q —y/2,t) ePV/™) ¢ (q - 26p7t> (A.20)

zeigt, kann man die Wigner-Funktionen in der folgenden Variante als Moyal-Produkt schreiben:

m(q,pit) = (/ dyv(q—y/2,t) 6“’1’“) « 19 (g,1) . (A.21)

Auf Grund der Assoziativitat des Moyal-Produkts ergibt sich

H(q,p;t) * (g, p;t) = <H(q,p; t) /dy Y(g—y/2,t) eipy/h) x1 (q,t), (A.22)

so dal man 1) praktisch in der Rechnung nicht beriicksichtigen muf. Dies k9rresp0ndiert zu der
Tatsache, dafl die in (A.14) auftretende Ableitung 0y = 0,/2 — 0y nicht auf ¢ (¢ + y/2,t) wirkt.

A.4. Die Unscharferelation

In diesem Anhang soll aus Gleichung (1.106)
(F+F)>0 (A.23)

die Heisenbergsche Unschérferelation abgeleitet werden.
Dazu setzt man f = g + iyp in Gleichung (A.23) ein, wobei y eine reelle Zahl ist:

(f* f) = ((g+iyp) = (q — iyp)) = (g * ) —iy (@ pl,)+¥° (p* p) = () +yh+y* (p*) > 0. (A.24)
Diese Gleichung ist fiir alle reellen Werte von y giiltig, also insbesondere auch fiir y = —h/(2(p?)):

2 2 2 2
) -5im i =D 20 @ @z(3) . A

Im letzten Schritt wurde die Ungleichung mit der positiven Zahl (p?*) = (p?) multipliziert. Der
Fall (p?) = 0 kann beriicksichtigt werden, indem man die Rechnung mit ¢ und p in vertauschten
Rollen wiederholt.

Das Ergebnis (A.25) bleibt unverindert giiltig, wenn man ¢ und p durch die Gréen ¢ = ¢ — (q)
bzw. p’ = p — (p) ersetzt, denn es gilt

(d*qdy={(*)=0, P*py=0p?* >0 wd [¢. ], =[ap],=ih.  (A.26)

Dies fithrt direkt zur Unschérferelation

2
(q%) (p?) = <(q - <Q>)2> <(p 3 <p>)2> > (Z) & AgAp> g (A.27)
wobei die iibliche Definition
Az = /((z = (z))?) (A.28)

verwendet wurde.
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A.5. Koordinatentransformation im Moyal-Produkt

In diesem Abschnitt des Anhangs soll das Moyal-Produkt (3.8)

— —

ih, = =~ s - R
Frg=fexp (2(aqlap1 — Oy Oy + Dy Oy — ap23q2)> g (A.29)

mit den Koordinaten ¢i, g2, Py und P, dargestellt werden, die gemé8 (3.10) folgendermafen defi-

niert sind:
mw

P =p1+ Ao und P, =ps — A\qq mit A= 7 (A.?)O)

Die in Matrixform lautende Transformation

q1 0 0 1 0 P1
Q2 |10 1 0 0 Q2
P 1 +x 0 0 q1 (A.31)
Py 0 0 -\ 1 P2
kann mit T
Oq 1 0 0 O Oq
Ogs 10 1 0 0 Ogs
Op, o +x 10 op, (A.32)
Op, -A 0 01 op,

auf die entsprechenden Ableitungen iibertragen werden. Damit kann schliefSlich der Exponent des
Moyal-Produkts (A.29) umgeschrieben werden, wie die Rechnung

— = — — —

aql apl - gplafh + é_qz aPQ - §p2 an

0 0 1 0\ [ 7,
= = = = 0 0 01 0,
= 0 0 19} e
( q1 q2 pP1 P2 ) _1 0 0 0 a_g)l
0 -1 0 O Do
0 0 1 0 Oy,
= = = = 0 0 0 1 19)
= ( aql aQQ dp, Op, ) 1 0 0 42\ 5;2
1
0 -1 —-2x 0 3_'P2

s = s = 5 = s = 5 = 0 1 d,
= (8q18p1 — 8p16q1 + 3q26p2 — 8p28q2) + 2\ (81:’1 8132) <_1 O) < 51;1 )
2
= (561151)1 - 51’15(11 + C;9_61251% - 51:’256]2) + 2)‘(51’151’2 - é_Pzg)l"l) (A'33)
zeigt. Das transformierte Moyal-Produkt lautet daher

e =~ s o= e~ e o~ B e & e s
f * g = feXp (g(aqlapl — 6131(9(11 + 6q26p2 — ap28q2) + %mw(6p18p2 — (9p2apl)> . (A.34)
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B. Anhang zur fermionischen
Deformationsquantisierung

In diesem Anhang werden das Grassmann-Moyal-Produkt

B~ s =~
f*xg = [exp <2;a'§zaﬁz> 9, (Bl)

das in Gleichung (4.33) definiert wurde, sowie die Spur (4.47) néher betrachtet.

Im ersten Abschnitt bestimmen wir die explizite Darstellung fiir n = 1 und 2 und der zweite Ab-
schnitt liefert den Beweis der Assoziativitét fiir den Fall n = 1. Anschlieflend wird die Integralregel
(4.36) gezeigt. Der vierte Abschnitt dient zum Beweis der Spureigenschaft (4.48).

B.1. Zwei Beispiele fiir das Grassmann-Moyal-Produkt

Das in Gleichung (B.1) als Exponentialreihe definierte Produkt besteht tatséchlich nur aus endlich
vielen Termen. Fiir den Fall n = 1 ergibt sich beispielsweise

he 2 h, e =
Fra=1fexo(500) = fa+ 51 8oba (B.2)
Im Fall n = 2 bricht die Entwicklung nach dem Term der Ordnung h? ab:

f*g

Ao - o o
f exp (2(81913191 —1-31923192)) g

A\? s =~ < =
() F (89,09, + D9,09,)°g

h = = - = 1
= fg+§f(8q918191+81928192)g+7 9

2
hoe =~ e = N e =~ « =

- fg + 5.}0(81918191 + 81928192)9 + 5 fa’l%a’ﬁla’l?gaﬂgg
hoe =~ e = B e o~ =

= fg + §f(a1918191 + 67928192)9 - Zfaﬂzamaﬁzalhg' (B'S)

In dieser Rechnung wurde mehrfach benutzt, da§ die Ableitungen Jy, untereinander antikommu-
tieren. Daraus folgt unter anderem (9y,)? = 0.

B.2. Die Assoziativitat des Grassmann-Moyal-Produkts

Mit Hilfe der Darstellung (B.2) kann die Assoziativitéit

(fxg)xh=fx(gxh) (B.4)

des Grassmann-Moyal-Produkts fiir den Fall n = 1 direkt bewiesen werden.
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Dazu nehmen wir zunéchst an, dafl g = g, eine Funktion vom homogenen Grad m ist. Fiir die
linke Seite von (B.4) ergibt sich dann

<fgm + g(féﬂ) (8_;997”)) <h + Eéﬁ (519h)>
= fgmh+ 5 ( )(8199m)h+ (fgm) 819(819}1)

= T+ o ((£50) @rgm)h + F(omdo) @) + ()" (F32)gm (3o)) (B.5)

und die rechte Seite der Gleichung (B.4) lautet

(f*gm)*h

>t

Folgmnh) = <f+h(f519)519> (9t + 5 a0 @)

= Fomh+ 5 (F80)3 (omh) + o 1 (mo) (1)
fgmh + 5 h 5 ((£99) (Fogn)h+ (=)™ (£39) g (Goh) + £ (9::3) (Foh) ) , (B.6)

so dafl tatsichlich beide Seiten gleich sind. Bei der Rechnung wurde wieder (519)2 = (&9)
ausgenutzt, so da die Terme der Ordnung h? wegfallen.

Da die Gleichung (B.4) linear in g ist, folgt die Verallgemeinerung des Beweises fiir beliebige
GroBen durch die Zerlegung in Monome, wie es in Gleichung (4.2) gezeigt wurde.

B.3. Integralregel

Hier soll bewiesen werden, dafl man das Grassmann-Moyal-Produkt im Integral iiber die gesamte
Grassmann-Algebra durch das gewohnliche Produkt der Grassmann-Algebra ersetzen kann. Dies
ist gerade die Aussage der Gleichung

/dﬁl...dz?nf*g:/dﬂl...dﬁnfg, (B.7)

die in (4.36) zu finden ist.

Die Entwicklung von f * g — fg enthélt geméfl (4.33) nur Terme, in denen wenigstens eine
Ableitung 0y, sowohl auf f als auch auf g wirkt. Da aber f und g nur aus Termen bestehen
konnen, die maximal linear in ¥; sind, kommt dann in dem betrachteten Term der Entwicklung
der Erzeuger ¥; gar nicht mehr vor. In der Integration [ dv;...dY, [f * g — fg] tragen aber nur
Terme bei, die proportional zu 9 .. .4, sind, was fiir keinen Term in f * g — fg der Fall ist. Damit
haben wir die Giiltigkeit der Gleichung (B.7) bewiesen.

B.4. Die Spur

Hier soll die Spur
TI‘(f) X /dﬂn dﬂn_l . dﬂl * f (BS)

aus Gleichung (4.47) betrachtet werden.

Zunéchst stellt man fest, daf auf Grund der Integraleigenschaft (4.16) nur solche Terme von * f
zu (B.8) beitragen, die proportional zu 919 .. .19, sind. Daher ist fiir Tr(f) nur der Anteil aus f
relevant, der vom Grad 0 ist. Dies soll an einem Beispiel demonstriert werden: Eine mogliche Wahl
der Spur fiir den Fall n = 2 lautet

Tr(f) = % / 9y 9y * f. (B.9)
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Mit dieser Definition gilt Tr(1) = 2, was gerade der gewthnlichen Spur einer 2 x 2 Einheitsmatrix
entspricht.
Im folgenden soll die Spureigenschaft

Te(f = g) = Tr(g* f) (B.10)

bewiesen werden, die in Gleichung (4.48) angegeben wurde.

Auf Grund der Linearitét der Spur reicht es aus, Gleichung (B.10) nur fiir Produkte aus Genera-
toren zu zeigen. Wir betrachten daher die Spur Tr ( (¢, ... 95, )*(9;, ...9},) ), wobei daran erinnert
sei, daBl in der Definition des Grassmann-Moyal-Produkts (B.1) die Ableitungen nur in der Form
von Bidifferentialoperatoren 5@5@ auftreten. Nehmen wir an, daf§ es einen Erzeuger 4, gibt, der
nur in einem der beiden Faktoren des betrachteten Grassmann-Moyal-Produkts vorkommt. Dies
hat zur Folge, daf3 der Bidifferentialoperator 8:9,,15;9,“ nicht zum Tragen kommt und der Faktor
Uy, in jedem Term der Entwicklung von (¢, ... 90, ) * (¥, ...9;) enthalten ist. Dann kann aber
die Entwicklung des Grassmann-Moyal-Produkts keinen einzigen Term enthalten, der proportional
zu 1 ist. Da aber nur solche Terme bei der Bildung der Spur beitragen, verschwindet die gesamte
Spur.

Im Umkehrschlu$ folgt, daB die Spur Tr ((Jy, ... 95, ) * (9}, ... ;) ) nur dann von Null verschie-
den ist, wenn alle Erzeuger des einen Faktors des Grassmann-Moyal-Produkts auch in dem anderen
Faktor auftreten. Mit anderen Worten, (9, ..., ) und (9;, ...¥;,) miissen (bis auf Unterschiede
in der Reihenfolge der Generatoren) identisch sein, so dafi die Eigenschaft (B.10) trivial ist. Wie
man sich leicht klarmachen kann, besteht das betrachtete Grassmann-Moyal-Produkt dann sogar
nur aus dem einen Term vom Grad 0.
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C. Anhang zu Gruppen und deren Anwendungen

Dieser in fiinf Abschnitte aufgeteilte Anhang dient zur Ergidnzung der Kapitel 7 und 8.

Zunichst wird eine Multiplikationstabelle hergeleitet, auf die die Diskussion der Algebra Cl3
aufbaut. Im zweiten Abschnitt gehen wir auf die beiden Matrixgruppen SU(2) und SL(2,C) ein.
Der dritte Abschnitt dient der Beschreibung einer alternativen Darstellung der Groflien ~*, die
auf einer Grassmann-Algebra mit sechs Erzeugern basiert. Im Anschlufl daran finden sich Neben-
rechnungen, in denen einige Transformationen explizit bestimmt werden. Im fiinften Abschnitt
wird eine Gleichung vereinfacht, die bei der Behandlung der Foldy-Wouthuysen-Transformation in
Kapitel 8 auftritt.

C.1. Herleitung einer Multiplikationstabelle

In diesem Abschnitt werden alle Produkte der Elemente 67, 7 und ©Q aus CI bestimmt.
Mit dem Pauli-Produkt

fxg = f exp(églgel + 592592 + 593593) g (C.1)

aus Gleichung (7.1) wurde in (7.2) bereits die Produktregel
i i k : i1 i gk L j gk
0" x 0 = Eijkz + 5@' mit Y= ieij;ﬂ * 0% = ieiﬂﬁ 0 (02)

bewiesen.
Aus der Definition von

0= lei 100 % 07 % 0F = 01 % 0% % 0° = 010%6° C.3
31

folgt auf elementare Weise
Qx Q= (010%0°) « (0'0°0°) = — (010%0°) = (0°0°0") = —0" x 0% % 0° x 0 x 67 x 0" = —1. (C.4)
Fiir die GréBen ¢ und €2 erhalten wir
isi L i opi gk _ L i, i . ok
G*E:§Zk€ijk9 x 07 %0 :igﬁ%k@ * 07 %08 =Q, (C.5)
Js 4,75

wobei die in dieser Rechnung auftretenden Summen explizit kenntlich gemacht wurden. Multipli-
ziert man Gleichung (C.5) von links mit 6°, dann ergibt sich mit Gleichung (C.2) die Regel

Y =6" % Q. (C.6)

Durch Multiplikation mit 2 von rechts folgt daraus unter Verwendung der Gleichung (C.4) wie-
derum

0 = -2 % Q. (C.7)

Betrachten wir nun das Produkt 0" % Q = 60" % 0" % 0% x 63 genauer. Da i entweder 1, 2 oder 3
sein muf}, kommutiert 6" mit einem der drei Faktoren 6', #% und 6% in Q, wohingegen 6" mit den
anderen beiden antikommutiert. Daher erhilt man 67 Q = (—=1)20' %62 % 0%« 0" = Q% 0", so daBf Q

105



C. Anhang zu Gruppen und deren Anwendungen

mit 6° kommutiert. Da ¥ zwei Faktoren 6% enthélt, kommutiert  auch mit ¥. Wir haben daher
die beiden Gleichungen ‘ ‘
[6,9], =0 und [24,Q], =0 (C.8)
gezeigt.
Mit diesem Resultat und der Gleichung 2% = —1 kann man leicht die linke Seite von Gleichung
(C.2) in

0 507 = —Qux Qx5 0/ = —Qx0' x Qs 6 = -5 x5 (C.9)
umformen. Multipliziert man (C.2) mit €2, dann ergibt sich fur die linke Seite
Q0 %07 = %07 = 0"« Qs 07 =" 52 (C.10)
und die rechte Seite der Gleichung wird zu
Qx (kX + 6ij) = —eijid" + 659 (C.11)
Damit haben wir
0 %07 = —X s = 2k 45y, (C.12)
und @' %X = Rk = 0% 40,0 (C.13)

bewiesen.
Bis auf die triviale Multiplikation mit 1 wurden somit alle Pauli-Produkte zweier Basiselemente
bestimmt. Sie werden in der folgenden Multiplikationstabelle zusammengefafit.

* H 67 )34 Q
6" eijkEk + 045 —e,-jkﬁk +6;;Q ¥
Y| ek 4+ 05,9 | ek — 6y 0’
0 > 67 -1

C.2. Zwei Matrixgruppen

In diesem Abschnitt gehen wir auf die beiden Matrixgruppen SU(2) und SL(2,C) ein, auf die in
den Abschnitten 7.2 bzw. 7.3 verwiesen wird.

C.2.1. Die SU(2)

Im folgenden soll die Lie-Gruppe SU(2) definiert und deren wesentlichen Eigenschaften angegeben
werden.

Die SU(2) ist die Gruppe der komplexen, unitéren 2 x 2-Matrizen mit Determinante 1. Als solche
konnen ihre Gruppenelemente mit Hilfe der in (7.9) definierten Pauli-Matrizen in der Form

E 16

angegeben werden.

Bei der SU(2) handelt es sich um die universelle Uberlagerungsgruppe der SO(3), die wiederum
aus den orthogonalen 3 x 3-Matrizen mit Determinante 1 besteht und mit der man Drehungen im
R3 beschreiben kann. Das heifit, daf die SU(2) lokal isomorph zur SO(3) ist, aber im Gegensatz
zur SO(3) ist sie einfach zusammenhéngend. Dafl sich beide Gruppen in der Umgebung der 1
gleichen, erkennt man daran, dafl die Erzeuger beider Gruppen die gleiche Vertauschungsrelation
(7.21) erfiillen.

Da die SO(3) nur 27r-periodisch in jedem Gruppenparameter ist, entsprechen die beiden Grup-
penelemente 1 und —1 aus SU(2) der Einheit in SO(3). Es liegt daher der Homomorphismus
SO(3) 2 SU(2)/Zs mit dem diskreten Normalteiler Zo = {1, —1} vor.
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C.2.2. Die SL(2,C)

Im folgenden wollen wir kurz auf die Lie-Gruppe SL(2,C) eingehen.

Die SL(2,C) ist als die Gruppe der komplexen 2 x 2-Matrizen mit Determinante 1 definiert. Die
Gruppenelemente der SL(2,C) sind nicht notwendigerweise unitér, so dafl offensichtlich SU(2) C
SL(2,C) gilt. Eine Gruppe, deren Elemente die Determinante 1 haben, nennt man auch unimo-
dular. Da die Pauli-Matrizen (7.9) spurlos sind, folgt aus der Regel dete/ = e/, daB man die
Elemente der SL(2,C) durch

exp (-é (6-6—i6- w)) (C.15)

darstellen kann.
Bei der SL(2,C) handelt es sich um die universelle Uberlagerungsgruppe der eigentlichen, or-
thochronen Lorentz-Gruppe EE_ und es gilt El_ = SL(2,C)/Zy mit Zy = {1, —1}.

C.3. Eine zu CI; dquivalente Algebra

In diesem Abschnitt wird eine dquivalente Darstellung der Algebra Clj vorgestellt, die auch in
[HHS2004] erscheinen wird. Diese Darstellung beruht auf der Idee, die Tensorstruktur der Matri-
zen 4 aus Gleichung (7.65) mit zwei Versionen der GroBen o', die in (7.7) definiert wurden, zu
imitieren.

In den folgenden Gleichungen werden die wesentlichen Erkenntnisse iiber die o aus den Glei-
chungen (7.7), (7.8) und (7.12) wiederholt:

1 . o
ol — Q—ieijkwek ; ol x o) =iegrot 4 5y und Opani (0) = 6. (C.16)

Die Darstellung der ¢* greift nur auf die gerade Unteralgebra von CIj zuriick. Diese Algebra wird
nun von drei auf sechs Generatoren #* mit i = 1,2,...,6 erweitert, wobei auch das Pauli-Produkt
dementsprechend durch das Sternprodukt

f*xg = fexp <Z 591591') g (C.17)

=1

ersetzt wird. Naheliegender Weise bezeichnen wir die hier diskutierte Algebra mit Cl, wobei im
folgenden tatsichlich nur der gerade Teil dieser Algebra zum Tragen kommt.
Um die Tensorstruktur der 4 x 4-Matrizen

W=602T uwd A =i?®s (C.18)

aus Gleichung (7.65) nachzuahmen, fiihren wir eine Kopie der ¢ ein. Dazu halten wir uns an
die Konvention, daf§ die Indizes a, b und ¢ nur die Werte 4,5, 6 annehmen kénnen, wohingegen 4,
j und k auf 1,2,3 beschrinkt sind. Aulerdem wird ein weiterer total antisymmetrischer Tensor
€abe = €a—3,p—3,c—3 definiert. Damit kann die Kopie der o' auf folgende Weise angegeben werden:

a __ i bpc
0" = S-curctt" (C.19)

Analog zu ¢ erfiillen diese Groen die Gleichung
0% % 0 = ie4pe0® + Oap, (C.20)

wie man leicht nachvollziehen kann.
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Um Elemente aus CIf; zu finden, die den Matrizen 4° und 4* entsprechen, gehen wir nach folgender
Konstruktion vor. Ein 6 im ersten Faktor des Tensorprodukts wird durch o3 ersetzt und ein 67
im zweiten Faktor durch ¢7. Eine Einheitsmatrix I wird in beiden Faktoren durch eine 1 ersetzt.

Nach dieser Vorschrift entsprechen die Matrizen aus (C.18) den Grofien
A0 = o6 und 7 =a'o®. (C.21)

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dafl es sich bei der oben angegebenen Konstruktion um
einen Isomorphismus handelt.

Bemerkung: In Gleichung (7.16) haben wir die Grofien o; angegeben, die die gleichen Pro-
duktregeln erfiillen wie o = ¢;,6” 6% /2i. Dementsprechend kann man in der oben beschriebenen
Konstruktion der v* anstelle von ¢ aus (C.19) auch

1
o1=0", o5=60> und o= 59405 (C.22)
i
verwenden. Dies fithrt zu der Darstellung

S %9495 und 7 =005, (C.23)

wobei hier nur die fiinf Erzeuger bendtigt werden.

C.4. Berechnung einiger Transformationen

Der Inhalt dieses Teil des Anhangs bezieht sich auf die Abschnitte 7.2.2, 7.3.2 und 6.3. Da die
Berechnung der Lorentz-Transformationen von @ und der Zeitentwicklung des Spins S sehr #hnlich
verlaufen, werden sie zu einem Abschnitt zusammengefafit.

C.4.1. Bestimmung einiger Produktregeln

Mit Hilfe der Multiplikationstabelle (7.1) kann man auf einfache Weise das Produkt 6% x 67 % 6%
bestimmen:
0" % 67 % F (e,-lel + 5@) x OF

€5 (—Elkmem + 5le) + 5z]0k
€k + 007 — 517 + 63,0 (C.24)
Aus diesem Ergebnis lassen sich leicht weitere Produkte mit drei Faktoren bestimmen. Dazu stellen
wir fest, dafl die Gleichungen

Q Q 1., Q.

—x—=1 und  o'=-X"'= —%0' (C.25)

i i i i
giiltig sind. Da 2 mit allen Elementen der Algebra vertauscht, folgt daraus z. B. sofort

ei*ej*ekzg*g*ei*euek: (Qw)*eﬂ*(Q*ek) = ol 5 o, (C.26)
1

7 2 2

Multipliziert man den Ausdruck 6 % 67 x 0¥ mit /i, dann ergibt sich auf dhnliche Weise

g*ﬂi*Gj*Hkzﬂi*aj*ekzai*oj*ok. (C.27)
i
Das Produkt der rechten Seite von (C.24) mit /i kann man mit Hilfe von (C.25) ebenfalls leicht

berechnen, so dafl man das Ergebnis dieses Abschnitts in den zwei Zeilen

0507 %08 = o' k0 xoF = €k + (5¢j9k — 807 + (5kj9i (C.28a)
0 x 07 0% = o0l xo* = e, + dijot — S0l + Oy 0. (C.28b)

zusammenfassen kann. Diese Regeln werden in den folgenden Abschnitten gebraucht.
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C.4.2. Berechnung der Rotationen

In diesem Abschnitt des Anhangs soll das Ergebnis der Transformation (7.25) fiir f = 0 bestimmt
werden, so daf
Rs: 0— e 050 xe;? (C.29)

*

zu berechnen ist. Dabei werden wir die Gleichung

. o 4
eS80 = ¢ 100/2 _ oo 3 io - m;sin 3 (C.30)

aus (7.22) verwenden, wobei hier n anstelle des Einheitsvektors ns geschrieben wird.
Fiir die Komponenten von 6 ergibt sich gemifl (C.29) folgende Transformationsvorschrift:

; 5 ) : ) )
7y — 0 g msin 2 J 0 L i msin 2
Rs(67) (005 5 — @0 - msin 2> * 07 x (005 5 +io - nsin 2>

= jSos2§+sin2§nmja‘*9] *Uk—isinicosi [0 -n,67],

= # cos® g + sin? gnmj ((M@k — 007 + 6kj9i> — isin g cos g 22’eijkni0k
= ¢ cos? g + sin® g (2n; (n-0) — 69) — isingcosg (—2i(n x 6);)

2 2 2
= #7cosd+ (1 —cosd)n;(n-0) —sind(n x 0),

» ) ) o y 6
= 6 <0052 5~ sin? ) +2sin® = n; (n - @) — 2sin - cos 5(71 x 0);

= nj(n-6)+cosd(¢’ —n;(n-0))—sind(n x 9),- (C.31)
Dieses Ergebnis kann auch in der Form
Rs(0) =n(n-6)+cosd (6 —n(n-0))—sind(nx0) (C.32)
geschrieben werden.
C.4.3. Berechnung der Lorentz-Boosts
Hier soll mit Hilfe der Gleichung
e iEw = o 0w/2 - cosh% —-0-n, sinh% (C.33)
aus (7.37) der Lorentz-Boost von 8 berechnet werden, der gemé$ (7.40) durch
By: 60— e;iK"”*H*(ﬂiK“ (C.34)

bestimmt ist.
Die Berechnung dieser Transformation verlauft sehr dhnlich zur Rechnung aus (C.31), wobei wir
n,, durch n ersetzen.
B.,(0) = (coshg — 0 - nsinh %) 5 07 x (cosh% — 60 - nsinh %)
= cosh? d 7 + sinh? d nin; 0" % 67 % OF — sinh d cosh v {0 -, Hj}
2 2 2 2 *

= cosh? d 67 + sinh? % nin; (an (n . 9) — Gj) — sinh % cosh % 2n;

2
— (§05h2 % — sinh? %) ¢’ + 2sinh? % nj(n-0) — 2sinh % cosh % n;
= 0’ 4 (coshw —1) n; (n . 0) —sinhwn;. (C.35)
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In diesem Fall ist das Transformationsverhalten fiir 1 im Gegensatz zur Rotation nicht trivial:
Bo(1) = e FEw 514 ey W — e; 9% = coshw — w - Bsinhw. (C.36)

Mit den Definitionen coshw = v und sinhw = (7 kénnen wir das Ergebnis in den Gleichungen
Bu(1)=~(1-p3-0) und Bu(0) =0+ (y—1)ng(ng-6) — 8 (C.37)

zusammenfassen.

C.4.4. Zeitentwicklung des Spins

In diesem Anhang wird die Zeitentwicklung der Spins S = ho /2 berechnet, wobei die Hamilton-

Funktion (6.25)

H= %03 (C.38)

lautet. Die Zeitentwicklung einer Observablen im Grassmann-Phasenraums ist in (4.43) angegeben,
wobei sie fiir den Spin als

S(t) = My §(0) x T (C.39)

geschrieben werden kann. In dieser Form wird durch den Vergleich mit den Gleichungen (C.29) und
(C.34) deutlich, daf es sich hier quasi um eine aktive Zeittranslation handelt. Das Sternexponential
lautet in diesem Fall
iHt/R wt wt
*

=08 o — io3sin 27 (C.40)

was bereits in Gleichung (6.36) angegeben wurde.

Die Grofien o; aus (6.8) und o aus (7.7) erzeugen zueinander isomorphe Algebren, so dafl Glei-
chung (C.28b) analog auch fiir die o; giiltig ist, wobei sich als Spezialfall ojxo;*x0; = (20,5 — 1) 0;
ergibt. Die Zeitentwicklung der Komponenten von o « S wird mit Hilfe der Gleichungen (C.39)
und (C.40) in der folgenden Rechnung bestimmt:

(t) wt i . wt wt . o wt
; = — q — ) k0, % - — . P
o cos o +iossin - 0% | cos o —iogsin o
t t t t
= 0 cos? % + 03 * 0 % 03 sin’ % +i[os3, 0], cos % sin % (C.41)
t t t t
= o cos’ hadd + (2033 — 1) 0y sin® “r_ 263,10, COS “t in 2. (C.42)
2 2 2 2
Fiir ¢« = 3 entnehmen wir dieser Gleichung
t t
o3(t) = o3 (cos2 % + sin? L;) =03, (C.43)

so daf} die dritte Komponente des Spins S5 eine Konstante ist. Fiir die restlichen Komponenten
mit ¢ # 3 erhélt man das Ergebnis

t t t t
oi(t) = oy <C052 % — sin? u;) — €3;,02 sin % cos % = 0; oS wt — €310 Sin wt. (C.44)

Daraus ergibt sich folgende Zeitabhéngigkeit der Spin-Komponenten Sy = ho1/2 und Sy = hoo/2:
Si(t) \ [ coswt —sinwt S1(0)
< So(t) ) \+sinwt coswt S2(0) ) (C.45)

Der Spin S rotiert also mit der Zyklotronfrequenz w = eB/mc um eine Achse senkrecht zur
191192-Ebenen.
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C.5. Kommutatoren von (un)geraden Operatoren

Die Zeitentwicklung aus (C.39) gewiihrleistet, dafl die Differentialgleichung

d 1

—f(t)==1|f(t),H C.46

ST = = [7(0), H], (C.40)
erfiillt ist. Fiir S3(¢) ist diese Gleichung trivial, da diese Komponente des Spins konstant ist und
zudem noch proportional zu H. Fiir ¢ # 3 liefert die rechte Seite der Gleichung:

1 fw :
7 [Si(t),H], = 0 ([04, 03], coswt — €31 [0, 03], sinwt)
hw

= ?Eigkgk cos wt — 763%%3101 sin wt
h
weishy, (o) coswt — ezpoy sinwt) , (C.47)
so dafl wir Gleichung (C.46) in diesem Fall in der Form

%S(t) =wx S(t) = %B x S(t) (C.48)

angeben koénnen.

C.5. Kommutatoren von (un)geraden Operatoren

In diesem Abschnitt soll die Grofle

1 1
H = H+[iR, H].g + 5[z‘R, [iR, H]sgleg + g[iR, [iR, [iR, H]uglug)ug
1. h - 1 h . .
+I[ZR, [ZR, [ZR, [ZR, H]*S]*S]*S]*S — WR — §W[2R7 R]*S 4+ ... s (049)

die in Gleichung (8.35) angegeben ist, vereinfacht werden. Dabei sei an die Definition

90
iR == O (C.50)

aus (8.34) erinnert. Fiir die folgenden Rechnungen benutzen wir die Vertauschungsrelationen

[6°.¢], . =1[0%€],,=0 und  {¢°,0}, ={6°0} =0 (C.51)

s *p
aus (8.23), ohne die Grofien O und &€ genauer zu kennen. Mit diesen Gleichungen und der elemen-
taren Regel

00 %5 0% =00 xp 00 =1 (C.52)

kann man in jedem Term von H’ alle mehrfach vorkommenden Faktoren 6° eleminieren.
Wir betrachten die Gréflen £, £ mit positiver Paritit und O, @/, O” mit negativer Paritit. Aus
der Gleichung (C.51) kann man leicht folgende Relationen ableiten:
[0°450,€'], = 0°xs[0,&], . (a) [0.0%s€], = —0°xs{0, €}, (b)
[0°450,0"], = %5{0,0"}, . (c) und  {0,8%s0'} = —0"+5[0,0, . (d)

Wenn man & = #%g€ in (a) einsetzt und darauf (b) anwendet, dann ergibt sich

[00*507 00*55] = - {07 g}*s ) (e)

*s

wobei wir Gleichung (C.52) benutzt haben. Auf analoge Weise folgt mit O” = §°xg©’ aus (c) und

(d)

[6%450,6%50"], = —[0,07], . (f)
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C. Anhang zu Gruppen und deren Anwendungen

Aus den Gleichungen (a) bis (f) ergeben sich die folgenden Regeln:

(a) fir & =¢ = [90*50,5]*5 = g [0, €],
(c) fir O =0 = [00*50,0]*5 = Ox50%*s,
fir O = O3s = [0°450,0%s] = 0%50%s,
(e) fir & =1 = [90*50,90]*5 = —20,
fir & = O%s = (07450, 0%50%s] = —20%s,
() fix O =[0€],, = ["s0,0°5[0,€], Jis = —~[0,[0.€], ),
fir O = 0O = [0°50,6°50], . = —[0,0], .

Diese Gleichungen konnen wir auf (C.49) anwenden, wobei angenommen werden soll, dal O von
der Ordnung 1/c ist und € von der Ordnung 1/c?. Beriicksichtigt man nur Terme bis zur vierten
Ordnung in (1/c)*, dann erhalten wir folgende Ergebnisse:

1
[iR,H],, = —O+ 590*5[0,5]*5 + 0% 502%*s| (C.53a)
. . * 1 *
[iR,[iR, H]|, Js = —0"%50%S — Z[O’ [0,€], Jss — OF, (C.53b)
iR, [iR, iR, H], Jagles = O —0%g0%s, C.53c
*xgl*SI*S
[iR,[iR, [iR, [iR, H], Jus]esles = 0"x50"S, (C.53d)
ho ih ° .
_h . 1 ih :
*s

Die Grofle iR wurde gerade so gewéhlt, dafl in [iR, H],  ein Term —O vorkommt. Dadurch wird
bei dieser Transformation der Term O aus H kompensiert.
Durch Einsetzen in (C.49) ergibt sich

1 1 1 th .
/ — 0 - 2*5_7 4*5 _
H 00 «p (1 +50 Y ) &g {o, ([0,5]*5 + mczoﬂ

*s

1 1 h .
+§90 *p [075]*5 — 503*3 + WQO *p O + cee (054)

In der ersten Zeile stehen nur Terme mit positiver Paritdt und die Terme der zweiten Zeile haben
negative Paritit. Da € von der Ordnung 1/c? ist und O von der Ordnung 1/c, haben alle Terme
mit negativer Paritit wenigstens die Ordnung 1/c3.
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