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SUITES INFINIES A REPETITIONS BORNEES
par

Jean-Paul ALLOUCHE

Ce papier est le résumé d'un article au titre identique destiné a parafire ul-
térieurement et ol on pourra trouver les démonstrations des résultats annonces

dans les deux derniers paragraphes.

Introduction

Les répétitions dans un mot fini ou infini ont été étudiées, entre autres

raisons, a cause de leurs liens avec

les flots sur certaines surfaces (C1s1),
- les parties ''sans fin' aux échecs ([16]),
- les semi-groupes nilpotents,

- le probleme de Burnside en théorie des groupes, (voir par exemple 1.
Disons un mot de ce dernier probleme

Soit G un groupe finiment engendré, et d'exposant fini, alors G est-il néces-

sairement f{ini ?
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En notant m le nombre de générateurs de G, et n un entier tel que

n~ et VxeG x =z e,

les résultats connus sont les suivants

- si G est commutatif, G est clairement fini (et de cardinal majoré par

m . . .
n ) ; c'est en particulier le cas si m=1 ou n=2 ;
- si m>1 et n=3 : G estfini (Burnside, 1902) ;
- sim>1 et n=4 : G est fini (Sanov, 1940) ;
- si m>1 et n=6 : G est fini (Hall, Marshall Jr, 1957) ;
- si m>1, n impair et n=4381 : G n'est pas nécessairement fini
(Novokov et Adjan, 1968);
- si m>1, n impair et n= 665 : G n'est pas nécessairement fini

(Adjan, 1973).

Les deux derniers résultats, aux démonstrations extr&mement techniques, donner
la présentation d'un groupe ['(n, m) , a m générateurs, d'exposantn et infin:
l'une des étapes consiste & étudier les répétitions dans certaines suites sur l'al-

phabet des générateurs.

Nous allons, dans ce qui suit, commencer par rappeler quelques définitions,
puis indiquer des exemples de voies explorées dans l'étude des répetitions des
suites. Enfin nous donnerons les résultats de Prodinger et Urbanek (L20] et
[19]) sur les suites a répétitions bornées, puis les résultats gque nous avons

obtenus sur cette question.

I. - Quelques définitions

Un ensemble fini fcu alphabet) @ étant donné, on appelle mot fini ou infir’

sur @ une suite finie ou infinie d'éléments (ou lettres) de Q

- Si u et v sont deux mots sur @ , u étant fini, on appelle concaténe
de u et v, et on note u.v la suite dont les premiers termes sont toutes l€3

lettres de u et les termes suivants celles de v .
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- La longueur (ou nombre de lettres) de u est notée ,:ul et le mot vide

(mot sans lettres) est noté 1

Le mot fini w est dit facteur du mot u s'il existe un mot fini r et un mot

s tels que u=7Tr.w.S5S

- Un mot fini ou infini est dit sans carré (sans cube, sans puissance keme...)

. . 2 k
s'il ne contient pas de facteur w =w.w (de facteur w3 , de facteur w ...)

II. - Quelques exemples de voies explorées

1) Puissances k®Me€S

Le lecteur se convaincra aisément que tout mot de longueur supérieure ou

N

égale a2 4 sur un alphabet a deux lettres contient nécessairement un carré.
Les résultats ci-dessous précisent l'importance de la taille de l'alphabet
_ La suite de Thue-Morse sur l'alphabet {0,1}, définie comme le point fixe

commengcant par 0 du morphisme 0-— 01, 1—5 1 0 est sans cube, et mé&me

sans chevauchement c'est-3-dire sans facteur de la forme wwa ou w estun

mot fini et a la premitre lettre de w (voir (211, [22], etaussi [5]). Cette

suite commence par 011010011001011010... (voir par exemple (61).

- 1l existe un mot infini sans carré sur un alphabet a trois lettres (par exemple

le mot d'Arfon, voir [Z] ).

- On peut encore affiner la notion de répétition en définissant des puissances
emes 1 . , . . , . de F. Dej
n d'un mot, méme lorsque n n'est pas entier {voir l'article de . Dejean

[9] et celui de Pansiot [181).

2) Problemes de théorie des langages

Le langage des mots contenant un carré n'est pas algébrique ; que dire des

mots contenant une puissance xeme 2 (voir par exemple [4]).

3) Problemes de décidabilité

Par exemple, un morphisme est dit sans carré si l'image de tout mot sans
carré est un mot sans carré. Est-il décidable siun morphisme donné est sans

carré ? (voir par exemple (s8l, (3]).
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III. - Mots infinis b répétitions bornées ; les résultats de Prodinger et Urbanek

1) DEFINITION. - Un mot infini u est dit A répétitions bornées s'il existe

une constante C strictement positive telle que : si w  est facteur de u ,

alors la longueur de w est inférieure ou égalea C.

. . eme
Remarque. - Un tel mot ne contient pas de puissances (ZECJ +2)em s

Cette définition apparaft en particulier dans un article d'Erdss ([12], p. 240)
ou il cite une communication suivant laquelle de tels mots n'existent pas sur un
alphabet a deux lettres : cette affirmation est fausse comme le montire le 2) ci-

dessous, (voir aussi [11]).

2) Les résultats de Prodinger et Urbanek ([20] et ['191)

Dans les deux articles [20] et [19], Prodinger et Urbanek commencent pas
définir la transformée de Toeplitz d'une suite (a ) N que nous résumerons par
nnc

le schéma suivant

o 1 2 3 4 5 )
a ay a,
a 2,
a
o
ao ao al do a2 a] a3‘ ao a4 a2 a5 al a6
La nouvelle suite obtenue, soit (b ) sera aussi notée T(a ) . Cette
n‘ne IN n

transformation a été étudiée par Jacob et Keane ([13]) ainsi que par Neveu (L :
elle est appelée transformation de Toeplitz car elle est inspirée d'une construct
de Toeplitz ([ 23]) destinée a fabriquer des fonctions réelles presque—périodiQ""‘A
qui ne soient pas combinaisons linéaires finies de fonctions périodiques mais 9"

soient '"facilement dessinables''.

Prodinger et Urbanek démontrent alors les résultats suivants

T(0 1)w est & répétitions bornées (en on peut prendre C égala 5)

de plus T(0 1)Y peut etre définie de fagon nrécursive' (voir [20]).
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L'ensemble des suites a répétitions bornées sur un alphabet a deux lettres
a la puissance du continu (et méme, pour chaque « dans [0, 1], il existe une

telle suite dont la fréquence des 1 soit a ).

Pour chaque réel a entre 0 et 1, pour chaque réel vy, la suite

b =[a(ntl)+y] -Lantyl

n
est a répétitions non bornées, (c'est immédiat pour a rationnel) ; dans le cas
ou y est égala 1/2, lasuite by est lide 3 un probleme de dessin de droite

sur un écran graphique.

T(0110 )('U est & répétitions bornées (on peut encore prendre C égala 5).

3) Questions

A la lecture des résultats ci-dessus, on peut s€ poSer plusieurs questions ;

par exemple

_ Existe-t-il des suites A telles que TA soit & répétitions non bornées ?

1l est immédiat que T(1”)=1" , puis que T(010)” = (001)" . Une étude
systématique des suites périodiques a transformée de Toeplitz périodique est
entreprise au paragraphe V de ce travail.

Un exemple moins immédiat est le suivant : soit M la suite de Thue-Morse dé-

finie plus haut (II.1), alors TM = IM , ou d est le décalage (shift) et l'o-

pération de conjugaison (qui change les 0 en 1 etles 1 en 0);

T(OllOlOOllOO]...) -00101100110

Dour montrer que M (donc éﬁ) est a répétitions non bornées, on appelle ¢
lemorph.isme 0—= 01, 1 — 10, desorteque M:cMz...:ng.

Mais M =011... , dou M= okM = ck(O) ok(l) ok(l) ... et M contientle

facteur (ck(l))Z , le mot gk(l) étant de longueur Zk .

i

_ Y-a-til un lien entre la transformation T et]les 2-automates (Lely »

Une réponse sera donnée dans le paragraphe IV ci-dessous.
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- Un calcul immédiat montre que T(01 )w est éoaled 0010011000110

clest-a-dire 2 la suite de pliage régulier de papier (voir (10] , voir aussi [7] et

[14].

Que peut-on dire des suites les plus générales de pliage de papier ?

Une réponse sera donnée au paragraphe IV ci-dessous.

IV. - La transformée de Toeplitz et les 2-automates ; le pliage de papier et les

suites & répétitions bornées

1) FROPOSITION. - I,a suite A est reconnue par un 2-automate (au sens

de [6]) siet seulement si la suite TA est reconnue par un 2-automate.

La démonstration peut &tre faite de deux manieres ; la premiere utilise
l'équivalence : la suite A est 2-automatique si et seulement si les suites
n 4A(2kn+ a) avec k=0, 0=as Zk-l sont en nombre fini. La seconde, beau-
coup plus courte, utilise la caractérisation donnée dans [§] : la suite A est 2-au-
tomatique si et seulement sila sé'rie formelle %m A(n)Xn est algébrique sur le

corps des fractions rationnelles modulo 2, IFZ(X)

2) COROLLAIRE. - Les suites T01)" et T(0110)" sont 2-automatic:.

Cecl généralise la définition récursive de T(01 )(u donnée dans [20] et

s'applique & l'image par T de toute suite périodique.

3) THEOREME. - Quelle que soit la suite P de pliage de papier (voir (1o

la suite T(P) esta répétitions bornées (et on peut choisir la borne C de la

définition égale a 5 ).

Ce résultat se démontre en généralisant la méthode utilis€e dans [20], et

an

montre a nouveau que l'ensemble des suites a répétitions bornées sur un alpt

% deux lettres a la puissance du continu.







20-07

V.- Suites périodiques 3 transformées de Toeplitz périodiques

Nous nous intéressons ici aux suites A telles que A et T A soient simul -

tanément périodiques (donc bien sir a répétitions non bornées) .

Une famille de telles suites est (010)° , (00100 ¥, (0001000)" ... de trans-
formées de Toeplitz respectives (001)" 00001)”, (0000001)" ...

On démontre sans peine que

1) PROPOSITION. - a) A et TA sont périodiques si et seulement si TA

est périodique. Dans ce cas A et TA ontméme plus petite période, et cette

plus petite période est un entier impair.

b) Soit A une suite de plus petite période 2utl (uz1), soit C la suite

C(n) = A(nt+u+l), alors

Vke [0, u-1], C(k)= C(2k+1),
TA est périodique si et seulement si

Yko[0,u-1], C(k+u)=C(2k)

L'affirmation b) signifie que pour une suite A donnde de plus petite période

2u+l , il existe un algorithme fini permettant de décider si TA estpériodique.

2) TROPOSITION. - Le nombre de suites de plus petite période 2u+l a

transformées de Toeplitz périodiques est égal 2

2f(u)+l_ ’

o f(u) est le nombre de cycles dans la décomposition en produit de cvcles de

5 R la permutation :
S . {:.. /1 2 ... u utl u+2 ... 21
V KZ 4 ... 2u 1 3 ... 2u-l
Le comportement de la fonction f est assez curieux (voir page suivante la

table des deux cents premigres valeurs de f ) ; une étude plus précise de la pc. -

mutation ci-dessus permet de montrer le résultat suivant







3) TROPOSITION. - Notons, pour d impair au moins égala 3, a(d) l'org,
i —=it

multiplicatif de 2 modulo d, alors on a

2(d)

f) = 2 “o(ay

dl2n+1
d#1
ol @ estl'indicatrice d'Euler.

COROLLAIRES.
* f(n) = O(Loc )  (C. Pomerance et J.-L. Nicolas m'ont communiqu¢
une preuve de l'optimalité de cette majoration),
* f(n) = 1 - 2n+l est premier et 2 est racine primitive ]
modulo 2n+1

(En particulier on ne sait donc pas si f prend une infinité de fois la valeur 1,

ce qui résulterait par exemple de l'hypothese de Riemann généralisée ]

Remargue. - f estaussilfordre de multiplicité de la valeur propre 1 (ou la di-

mension du sous-espace propre associé a la valeur propre 1 ) pour une matrice

ama Gt de permutation réelle associée a

: ! 2 ... u  utl ut2 ... 2u
e &z 4 ... 0 1 3. 2u-1

u u
~ < 7 & =
: 00 ..... 0 10 ..... 0
1 0 ..... 0 0 0 ..... 0
0 0 ..... 0 1 ... 0
. sl o1 o000 0
00 ..... 0 00 ..... 1
J 0 0 ..... 1 0 0 ..... 0

On peut calculer le polyndme caractéristique de cette matrice, il vaut :

T &@ _p)(@ld) /aldn
di2n+1

d#1
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