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‘.' On

immédiate.

utilise alors

Lemme 8. Pour tout n3l, 2

n

é H, = ut) (Hyy =1

k=0

On obtient donc le résutat

H

"

Mn+1

6 - REMARQUES FINALES

La famille de Pp?

attendu,

1."“5mes {pn}n>0

1.16

le 1 emme suivant dont la preuve est

suite des nombres harmoniques vérifie

a savoir

définie précédement, nous
le de polyn6mes {s,},,, définie par

a conduit a étudier la famtl
- (
S, = 1,
— (10>
1 s.,, = (n#1) Sy X Saow x
Ces “olynfmes représenzglg‘ﬁ’inverse" des polynfmes p, définis
Parazraphe 3 définition . o ys précisément
Propasition 9. La famil: < ¢ solyndmes {s,},,0 vérifie
—rorpesition 9.
E:: 1
Sn = —_— . ¥
TEA
"dégné-l
et s. € MN«x,x»
- Caz2 s propriété résu. - .-médiatement de la deéfinition des
‘H Polv~smes {p.d.so €t {s. . st du corollaire 6.
n n B
Dans un autcs s--:cle [71, nous: montrons que les
Poiv~Smes {s.) sont s i un probléme combinatoire concernant
- n’n>0
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1’ énumération d’une classe particuliére d’ involutions sans point
fixe. En particulier, nous montrons que le nombre

énumére les involutions sans point fixe sur [1,2(n+1)] qui
constituent un systéme propre [13]1. Ainsi, mnous obtenons une
récurrence simple sur ces nombres. Cette récurrence nous permet
de montrer que les tables de nombres données dans [131] et les
suites n°783 et n°1468 de [12] sont erronées. De plus, nous
montrons que les polynBmes <{s5,},,, donnent wune distribution
nouvelle de ces objets, distincte de celle considérée par
Touchard [13] qui énumére ces involutions suivant le nombre de

points doubles.

D’ autre part, il existe une démonstration totalement
bijective reposant sur la combinatoire des permutations et les
arbres binaires croissants. Cette combinatoire a été abondamment
décrite par Frangon, Viennot, Vuillemin [8] & propos des pagodes.
Dans  un article en cours de rédaction mnous donnons la
démonstration bijective du théoréme 7 concernant 1’algorithme de
Naimi et Trehel.
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and consequently
1 2m 2m+p-1

(g,u"vP)= — .
m m-1-p P

Afterwards, we substitute the values of u and v in g and then the
value of g in S. We get

k 2k+r-1 k+r+i-1

k-1 .
1 2
S(x,y)=§ > > - yrxrritt,
k L k-r-1 r i :

k21 i30 r=0

Thus, we get the following

Theorem 19. The number of directed column convex polyominoes with
directed site perimeter n and k columns is

Ms

1 2k 2k+r-1 n-2
S,,x =~ % 2
k k-r-1 r k+r-1
r=0

with Mg the minimum of k-1 and n-k-1.

Remark 20. If n=k+1, then s,,, , is the Catalan number C, and we
find again the number of stair polyominoes which was stated in

section 2.
Using the previous theorem, we get immediately

Corollary 21. The number of directed column-convex polyominoes

having a directed site perimeter n is

2k+r-1 n-2

n-1 Mg
1 2k _
LY ,
k k-r-1) r k+r-1
k=1 r=0

with Mg the minimum of k-1 and n-k-1.
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Remark 22. Using equation (14) with x=1, and y=z=x, W€ obtain the
following equation of which § = 2 s,x* is a solution : '
' n=0

S’+(3x—3)S2+(3x2-4x+1)S+x2(x-1)=0.

It is possible to get an asymptotic result for s, from this
functional equation by the use of analytical techniques. We find

-3/
n32

We give another formula for this number using the last equation.
Let g be the function defined by

g(x)=S+x-1 . (15)

For short, we denote g(x) by g. Using the definition, g
satisfies:

g°-2(1-x)g-(1-x)=0 ,

This equality leads to the form:

g=a+xe(g) with a=-1, and ¢(g)= -
g?l-g-1.

Then let g(x) be 2 g, x". Using the Lagrange inversion formula we
have : n20

1 dn-l(PI\
gn = — ————(a) .
n! dg™ !

The function ¢ has the following form:

u(g)
p(g) = with u(g)=-2g-1, and v(g)=g’-g-1 .

v(g)
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Thus n-1
dlv® a2 ' " Ju®

1 n-1
g, = — E -1 . 16
n! i dg! dg"'7!

i=0

It is easy to show that

dPu® n!
(-1) = — (-2)*. an
dg? (n-p)!
P P+l p-1
We denote L—J by Py [ J by p, and [ J by p. .
2 2 2
We now prove that
Py
dPv "
<g>=§ I, e Tan,i Xayo,p€8) (18)
dg?
i=0
where Ip,-l,r is the number of involutions on [1,p] with 2i+r
fixed points, that is,
p!
Ip)i)r = 4
2itr) ! (py-id!
and
p,+i (n+tp_+i)!
fn,p,i =(_1) =
(n-1)!
r = p mod 2 ,
and
dv) 2'*"  -(n+i+p,)
X, 5. .= |—]| @ v .

dg

b =8
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We prove equality (18) by induction on p. We will denote
the first derivative of v(s) by v’ and v(s) by v. Clearly (18) is
true for p=0. Assume that (18) is satisfied for p<2k. Then let p
be 2k+1. We have

dX, o,p (8D
= _(n+k)v: v-(n+k+1),

dg

dx, (&

2 211 +1 - (n+itk)

= 4i v v

dg

-(n+i+k)v’ 21 *! yo(nritk+ld foyr 170 .

Thus
, k
dPv " (g) (-1)¥* 1 (2k) ! (ntk-1+i) 141
- = é v,2i—1v-n-i—k
dg? (2i) ' (k-i) ! (n-1)!
i=1
k
(-YXFEPE R (ntitk)! E
+ % v:2i+1v-n-i—k-l
(2i) ! (k-i)! (n-1)!
i=1
(-1)¥PL2R) ! (n+k)!
+ V’ -n-k+1’
k! (n-1)!
Cbmbinihg the last two summations’and using the following
identity
(2k)! 2 (2k)! (2k+1)!
+ = - s
(2i) ! (k-i)! (2i+1) ! (k-i-1)! (2i+1) P (k-iD!
we get
k-1
dPv " (g) (-1)*Hir2k+1) ! (n+itk)!
. = v:2i+lv-n—i—k-l
dg? §:: (2i+1) ! (k-i) ! (n-1D)!
' i=0
(-1) ¥ (n+2k)!
sy 2k +1 -n-2k-1

v

+ v
(n-1)!
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Thus formula (18) is proved for p odd. In the same way,
it is easy to prove the same result in case where P is even.

Moreover we have
v(-1)=1 and Vv’ (-1)=-3 . (19)
Therefore, using equalities (15) to (19), we get the following

Theorem 23. The number of directed column-convex polyominoes

having a directed site perimeter n is

1 n+j,+1i

n-1 j
n+i+1+] n-j-1 21i+r
A Tt T
n+j,+i j+1;2i+r;j2-i;n-j-1
j=0 i=0

ot j

with r=j mod 2, j+=[——i], and j,= [_J

We give, in figure 8, the table for s, and s .

Sax 12 3 4 5 6 7 8 s,
1 1 1
2 1 2 3
3 1 6 5 12
4 1 12 27 14 54
5 1 20 85 112 42 260
6 1 30 205 492 450 132 1310
7 1 42 420 1582 2565 1782 429 6821
8 1 s6 1770 4172 10415 12562 7007 1430 36413

K 2593%% Aéto}

Figure 8. The table for the numbers s, , and s,.
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7 - NUMBER OF DIRECTED COLUMN-CONVEX POLYOMINOES ACCORDING TO THE
&. BOND PERIMETER

Using the same results as before, we give in this section
a formula for the -number P, of dcc-polyominoes with bond
perimeter 2n+2 and k columns. We have the following equation for

P(x,¥).

x4P3-2x2(1-x2)P2+(1-x2)(1—x2—x2y)P—yxz(1-x2)=0. (20)
Dividing by (1-x%2)? , and letting s be x2/(1-x%), we get

sZP3-2sP2+(1-ys)P-sy=0.

Let g be sP. We have

P(sP-1)%-sy(P+1)=0.
We get the following system of equations

(P+1)

P=ys — ,
(g-1)*?

This system has a form which allows us to use Good’ s formula,

with t=ys, u=s,

(P+1)
e(P,g)s= —— , and w(P,g)=P .
(g-1)°
Thus we have

r m-1
1 3
(P,t"u’)= EZ: E::i<wm,Pjgi)(w',P“"‘ig"i> ,
mr

i=1 j=0

and consequently

’ 1 m 2m+r-1

Q_, (P,t"u’)= — )

m r+1 r
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Now, we substitute the values-of t and u, and we obtain

1 m 2m+r-1 m+r+i-1

. m-1
P(x,y)= > ) > —_— ylnx2(m+r+i).
m{r+1 r i

m3»1 i»0 r=0

Thus we get the following

Theorem 24. The number of directed column-convex polyominoes with
bond perimeter 2n+2 and k columns is

MP

1 k 2k+r-1 n-1
Pn,k=_ é 3
k r+1 r k+r-1

r=0
with Mp the minimum of k-1 and n-k.

Summing over k, we get the

Corollary 25. The number of directed column-convex polyominoes

having a bond perimeter 2n+2 is

n M,
1 k 2k+r-1 n-1
) 1) ’
k r+l r k+r-1
k=1 r=0
with M, the minimum of k-1 aend n-k.

Po,x| 1 2 3 4 5 6 7 P,

4 1 ‘ . ]
9 1 20 A/é@Q
16 37 16 1 71

25 105 106 25 1 263
36 240 446 245 36 1 1005

P 259%32

Figure 9. Tablie for the numbers P, i and p, -

O O A W N
T N
©0
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We give in figure 9 the table for the values of p, and P, -

Remark 26. Using -equation (20) with y=1, it is easy to find an

asymptotic value for p,. We get

3 n
3+2,/ 100+5,/ 10
n-

6

afz |

8 - NUMBER OF DIRECTED COLUMN-CONVEX POLYOMINOES WITH GIVEN AREA

In this section, we give an exact formula for the number

r, of dcc-polyominoes having an area n.

Let X be the alphabet {a,x}.

Definition 27. R is the language of the words w of X* satisfying
(i) w is in (xx+a)*xx ,
(ii) |w| is even .

For each dcc-polyomino A having k columns, we define the
word w=p(A) in X* using the following construction:

A
2c]

- if A has one column, then CA=(c?) and o (A)=X s

- if A has k columns, then p(AY=w,W,...Wy such that
2g4 2(ct-gt-1)
for every i€[1,k-11, w,=x ax a
2cy

and w, =x .

Clearly, w is a word of R. The number of columns of the

dcc-polyomino A is

| o CAY |,
_— 1,
2

and the area of A 1is

[ o (A ]

An example of this coding is given in figure 10.
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C*=(5,4,7,4,5,2)
GA=(2)O,1’031)
2 (A) =27

P(A)=XxXXXaxXXXaaxXXXXxaxXxaXxXxXXxxxxxxaaxxxxXxxxaxxaxxxxxxaxxxx

Figure 10. An example of the bijection po.

Lemma 28. The map ©» is a bijection between the words of R of
length 2n and the dcc-polyominoes having area n.

In order to prove it, we construct the reverse bijection p’ of »p.
Let w be a word of R. We define two sequences of integers
associated to w, that is, o> (W)=(EW),['(w)).

1 - If |w|],=0, then E(w)=(|w|,/2) and '(w) is empty.
2 - If |w|,#0, then w=w,aw,a...aw,,,, such that, for

every i€[1,2k+1]1, w, €{xx}* and w,,,, #¢&.
Then, for every i€[1,k]l, we define

[wy oy IHIwy |
=(w) , = + 1,
2
[wWoy o]
F(w) ;= s
2
[ Wayooy |
and ECW) =
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SUR LES FACTEURS DES SUITES DE STURM

S.DULUCQ et D.GOUYOU-BEAUCHAMPS

Université de Bordeaux I
U.E.R. de Mathématiques et Informatique
33405 Talence Cedex.

Etant donné un entier n»2, nous considérons 1’ ensemble
des entiers p, q et r vérifiant les trois conditions

a) 0O<p<qsn ,

b) O0<r<g<n ,

¢) (p,gq)=1 <c’est a dire les entiers p et g sont
premiers entre eux.

Nous étudions alors le mot f=f1f2....fn écrit sur
1”alphabet {0,1) et défini par

pi+r p(i-1)+r

pour tout 1<i<n, [x] désignant la partie entiére du rationnel x

Le mot f ainsi obtenu est le mot associé a la droite

d? équation

Notre but est d’étudier le langage formé par 1’ensemble
des mots de longueur n associés a ces droites dans lesquelles P,
q et r vérifient les conditions a, b et c. Les motivations de
cette é6tude sont de nature arithmétique et H.Cohen [3] nous a
signalé qu’ il serait intéressant de dénombrer ces mots.



Cette construction associant a une droite un mot est
classique et apparait réguliédrement dans la littérature sous
diverses formes.

Elle a é6té considérée pour la premiére fois, semble-t-il,
par l1’astronome Johan Bernoulli (1772) qui voulait calculer la
suite de nombres [m&+1/2] pour toutes les valeurs entieres de m,
connaissant le développement en fraction <continue du nombre
irrationnel &, et en utilisant seulement 1’ opération d’ addition
(voir [201).

Le plus souvent, les auteurs de ces travaux se placent
dans le cas de droites a pente irrationnelle qu’ils codent par
des mots jnfinis. On pourra se référer pour cela aux travaux de
Markoff [141, Christoffel [4] et Smith [18]1 pour le 19'¢™® sijecle
et aux articles de Coven et Hedlund [61, Hedlund [91], Hedlund et
Morse [10,11]1, Rauzy [15,16], Stolarsky [19] et Lunnon et

Pleasants [12,13] pour le gpléme,
Les mots infinis ainsi obtenus portent des noms trés

variés tels que caractéristique du nombre irrationnel &, suite de
Beatty, suite de Sturm, suite de Bermnoulli, suite "two-distance”,
suite linéaire et, dans un cas particulier, suite musicale
[8,171.

Ils interviennent aussi dans de nombreux domaines comme
la géométrie hyperbolique, 1’ approximation Diophantienne et les
équations Diophantiennes (on pourra consulter 1’article de
C.Series pour plus de développements) et méme le pavage du plan
ou le calcul des cycles lunaires (voir [8,171).

Coven et Hedlund (6] ont montré que les suites de Sturm
codant les droites & pente irrationnelle passant par 1’origine
(il s’agit dans ce cas d’un codage) sont les mots infinis non
périodiques dont tout facteur de longueur finie f vérifie la

condition (C) suivante.

pour toute factorisation f=f, uf,vf, ol u et v sont
{(*)) de méme longueur, les nombres de lettres 1 dans u
dans v different au plus d’ une unité.

Nous montrons que 1’ ensemble des mots de longueur n
construits (il ne s*agit plus ici 4’ un codage) a partir des
droites "rationnelles™”

P r
y = —x + -
q q

ol P, q et r vérifient les conditions a, b et ¢ est exactement
1’ ensemble des facteurs de longueur n des suites de Sturm.
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De plus, la démonstration que nous donnons est
constructive puisqu®’elle permet de retrouver, a partir d’un
facteur de longueur n d’une suite de Sturm, une droite

“rationnelle'" donnant ce mot.

Remarquons gque nous n’obtiendrions pas tous ces facteurs
si nous avions considéré une autre famille de droites, comme par
exemple les droites a pente rationnelle passant par l’origine
(r=0). Par contre, on pourrait montrer que dans ce cas cette
construction est un codage.

Ensuite, nous évoquons les liens entre les mots obtenus 2
partir de ces droites, les développements en fraction continue et
les morphismes itérés. A

Nous nous intéressons également aux propriétés
algébriques de ce langage D constitué par 1’ensemble des facteurs
finis des suites de Sturm. Nous é6tablissons la non algébricité de
ce langage et nous montrons que son complémentaire est
algébrique, résultat analogue a un théoréme de J.Berstel sur les
morphismes itérés [3]. Par contre, la question de 1’ambiguite du
langage complémentaire reste ouverte. Nous montrons que ce
probléme est trés proche d’ une conjecture de Autebert, Beauquier,
Boasson et Nivat [1] et de problémes d’ ambiguité de langages
algébriques résolus par Flajolet £(71.

Enfin, nous obtenons une équation fonctionnelle dont est
solution la série génératrice des mots du langage D. Cette
équation fonctionnelle ne permet hélas pas d’ énumérer les mots de
longueur n de D. Nous conjecturons que . ce nombre de mots est

donné par
n

-1 + é (n-i+1) (i)
i=1
dans laquelle ¢ eﬁt la fonction d’Euler ¢(p)={m/ m<p et (m,p)=1>}.
L’ exactitude de cette ~conjecture permettrait alors de

confirmer 1’ ambiguité du langage complémentaire du langage D.

i - Un langage défini par ''codage' de droites

Considérons, pour tout entier n22, 1 ensemble A(n)
constitué par les droites d’ équation y=6(x) ol
P r .
S(x) = — x + — , les entiers p,q et r vérifiant
q q
(D,) 0<p<gqs<n , @)

(D,) O<r<g<n ,
(D,;> (p,ad=1 (p et q sont premiers entre eux).



- 11.42 -

Par une construction analogue a celle considérée par
Rauzy [16] pour les droites de pente irrationnelle, mnous allons
associer a chaque droite y=8(x) un mot sur 1> alphabet X={0,1}.

Soient donc un entier n»2 et y=6(x) une droite
appartenant a A(n). Considérons 1’ application ¥ associant a cette
droite le mot V¥(§)=f=f f,...f,  de longueur n (f,€X) défini
visuellement de la maniére suivante: '

pour tout k, 1<k<n, I, désignant 1’intervalle Jk-1,k] ,
si & coupe une droite d’équation y=c (c€N) sur la bande
verticale ayant pour projection I,, (2)
alors f, =1 ,
sinon f,=0 .

Plus formellement, les lettres f, du mot ¥(8)=f,f,...f,

vérifient

f,=[6 )] -[6k-1)]
ol [x] désigne la partie entiére du nombre x.

Exemple. La figure 1 donne un exemple de "codage' pour n=10 et la
droite appartenant a A(10) d’équation y=56 (x) ou
2 5
S(x) = — x + —
T T
On obtient pour cette droite y=8(x) le mot Y(§)= 1000100100.

2 5
Figure 1. Le mot associé a y = 7 x + T o
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Remarque 1. L’ application ¥ ne définit pas un codage de ces
droites. En effet ¥ n’est pas injective. Par exemple, pour n=3,
considérons les droites d’équations y=5(x) et y=A(x) ol

1 1 1

$(x) = — X et A(x) = — x + — .
2 3 3

Ces deux droites appartiennent a A(3) et vérifient Y(§)=V(A)=010.

Dans la suite de cet exposé, nous allons nous intéresser
au langage constitué de tous les mots ¥(5) obtenus a partir des
droites y=6(x) appartenant aux ensembles A(n), langage que nous

caractériserons dans les paragraphes suivants.

Considérons donc le langage D défini par

D = { f€X* / il existe une droite & appartenant (3)
a A(n) ou n=|f| telle que v(s)=f .

Dans cette définition, |f]| désigne la longueur du mot f (c’est a

dire son nombre de lettres).

2 - Une premiére propriété du langage D

Considérons le morphisme & de X* sur lui méme défini par
d0)=1 ,
d(1)=0 .

Nous allons montrer que le langage D est fermé par ce
morphisme, et ceci en donnant une interprétation de o) sur les

droites.

Proposition 2. Si f€ED alors ®(fYED

Preuve.
Soient f€D et n=|f] sa longueur. Alors, il existe une
droite appartenant a A(n) d’ équation y=6(x) ol
P r
S5¢(x) = — x + — , et telle que ¥(5)=f .
q q

Considérons alors la droite d’ équation y=A(x) ol
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On constate également que seuls les mots du langage A ne
peuvent 8tre obtenus a partir d’un mot de D, par 1’une de ces
substitutions, ceci d’aprés la définition de D, (tout mot de D,
posséde au moins une lettre O et une lettre 1) et d’apreés la
définition du langage A et des substitutions considérées.

La série génératrice f(x,y) du langage D, est alors
f(x,y) = a(x,y) + S, + S, + S, + S, . (25)

En reportant dans cette équation les valeurs obtenues

dans les formules (15), (17), (18), (19) et (24), nous déduisons
de la définition de la série génératrice f(x,y) 1’ équation

fonctionnelle du théoréme 18.

A 1’aide du langage de calcul symbolique MACSYMA, nous
avons obtenu les premiéres valeurs suivantes pour les nombres

a a partir de cette équation fonctionnelle.

n,p
p 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

—n
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
2 1 2 3 5 7 9 12 15 18 22 26 30 35 40 45 51 57 63 170
3 1 3 3 4 7 9 10 13 16 19 22 25 29 34 37 41 47 352
4 1 3 4 4 5 10 1212 15 18 23 26 27 32 37 41 45
5 1 4 5 7 5 6 13 18 17 17 19 26 32 35 35 39
6 1 4 4 6 9 6 7 16 22 23 22 21 24 34 45
7 1 5 6 7 11 12 7 8 20 27 28 32 31 26
8 i 5 6 7 8 15 15 8 9 24 33 31 37
9 1 6 6 8 9 14 18 19 9 10 28 40
10 i 6 7 9 9 11 18 23 22 10 11 . . . . . e e e e
11 1 7 8 1¢ 13 11 18 21 30 27
12 i 7T 7 8 12 12 14 23 24 .
13 i 8 9 11 12 18 13 25 .
14 i 8 9 12 13 20 15 .
15 i 9 9 11 13 15 .
16 1 9 10 11 14 .
17 1 10 11 14 .
18 1 10 10 .
19 1 11 .
20 1 .

Table des nombres a,Z , (ntp < 21).
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Le nombre d, de mots de D de longueur n comprise entre 2
et 30 est alors
n 2 3 4 5 6 17T 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
d, 29 6 12 22 34 52 T4 102 134 176 222 280 344 416 496 592 694 '
ASEI(T 1
n 19 20 21 22 23 24 25 26 217 28 29 30 L
d, 814 942 1082 1232 1404 1584 1784 1996 2226 2468 2738 3016 .

Table des nombres d, (2<€n<30)
L? équation fonctionnelle dont f(x,¥)» la sér
génératrice des mots du langage D se terminant par la lettre

est 1’ unique solution ne -~ permet

simple de la série génératrice d(x) du langage D.

ie
1,

pas d’obtenir une expression

En exploitant les tableaux de nombres ci-dessus, nous
avons constaté que la série d(x) pouvait s’exprimer en fonction
de 1’ indicatrice d’Euler.

Considérons la série génératrice du langage D
d(x) = % d, x" s
n»>2
let la série d’Euler définie par
d(x) = % p(n) x" , dans laquelle (26)

nz>lt

e(n) est le nombre d’ entiers inférieurs a n et premiers avec I.

Remarque 19.
Pour tout n3>2, le nombre de droites de A(n) est

n

% i e(i) .

i=2

card (A(n))

Nous formulons la conjecture suivante, reliant

génératrice du langage D a la série d’Euler.

27>

la série
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Conjecture 2. La série génératrice d(x) du langage D est donnée
par

x(x-1) + d(x)
d(x) = . (28)
(1-x)?

De fagon équivalente, le nombre de mots de longueur n>22 de D est
n

d, = -1 + é (n-i+1) e (i) . (29)

i=1

Remarque 20. La conjecture 2 implique la conjecture 1 du fait de
la non algébricité de la série indicatrice d’Euler ®(x) et de la
relation (28).

En effet, d(x) n‘est donc pas une série algébrique si la
conjecture 2 est vraie, et il en est alors de méme pour la série
génératrice du langage complémentaire de D.

Or, le langage complémentaire de D étant algébrique, ce langage
est alors ambigu.

Remarque 21. n

3n?

Comme % o (i) est asymptotiquement équivalent a ,

i=1
nous déduisons de la conjecture 2 que d, est asymptotiquement

n? ' card (A(n))
équivalent &4 — et que le rappowt : a pour limite
2
4 d

2 pour n tendant vers 1’infini.

n
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ENUMERATION DES ARBRES

ET

GRAPHES DE CORDES CONNEXES

S.DULUCQ et J.G.PENAUD

Université de Bordeaux I
U.E.R. de Mathématiques et d’ Informatique
33405 Talence Cedex

Dans un récent article [1]1, Arnold, Delest et Dulkucgq ont
étudié la complexité moyenne de 1’algorithme d” exclusion mutuelle
dans un réseau distribué proposé par Naimi et Trehel [121. En
particulier ils ont montré que pour un réseau comportant n+l
processus, la complexité moyenne de cet algorithme est exactement
H le ni®®™¢ nombre harmonique.

n

Dans la démonstration qu’ils donnent apparaft une suite
d’ entiers définie par une formule de récurrence. Stein [17] a
montré, par une preuve analytique, que cette suite énumere une
classe d’ involutions considérées au préalable par Touchard
[18,19,20]1, les involutions "propres' (voir [201).

Le but de <cet article est de donner une démonstration
bijective du résultat de Stein. Son intér&t provient aussi du
fait que ces involutions propres peuvent Etre considérées comme
des graphes de cordes connexes. Ces graphes ont été récemment
longuement étudiés, essentiellement dans le but de les
caractériser (voir par exemple [6,7T,10,151).

Ensuite, naturellement, nous nous intéressons a4 une
classe particuliére de graphes de cordes connexes, les arbres de
cordes. Nous obtenons, toujours par une démonstration bijective,

une formule exacte pour le nombre d’ arbres de cordes ayant n

sommets.
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De plus, la bijecti&n que nous donnons nous permet
d’ obtenir une distribution de ces arbres suivant un paramétre
particulier. Cette distribution s’aveére €tre du méme type que la
distribution donnée par le triangle de Delannoy [5] sur les
nombres de Catalan C

n+1 n

Cet article est divisé en trois paragraphes. Le premier
est consacré a 1’exposé des résultats de [1] qui nous ont conduit

a 1’étude de ce probléme.

Le second paragraphe a pour theéeme 1’ énumération des
graphes de cordes connexes ou, de manidre équivalente, des
involutions connexes (appelées propres par Touchard [20] et
irréductibles par Stein [17]1).

Le troisiéme paragraphe est consacré a 1’ énumération des
arbres de cordes et a4 la distribution de ces arbres suivant le
parametre "longueur de la branche joignant le sommet (1,0(1)) au
sommet (0(2n),2n)'" ol ¢ représente 1” involution sur {1,2,....,2n}

associée a cet arbre.

i- Transformation d’arbres et probabilités |limites

Nous allons rappeler la transformation 6tendue aux arbres
considérée par Naimi et Trehel [12] et introduire le probléme
combinatoire apparu dans les travaux de Arnold, Delest et Dulucq

£11.
Nous danons tout d’ abord les définitions et notations

utilisées dans ce paragraphe identiques a celles considérées dans
[11l.

Soit 7, ., 1’ ensemble des C, arbres planaires a n+l

sommets (appelés aussi arbres planaires pointés) pour lesquels

- un sommet, appelé la racine, est distingué ,

- pour tout sommet, 1’ensemble de ses fils est totalement

ordonné.
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Soient X 1’alphabet <{x,xy et D 1le langage de Dyck
restreint (ou langage des systémes de parenthéses bien formés).
Ce langage est engendré par la grammaire algébrique (voir [31)
définie par les régles suivantes:

D—> ¢ (le mot wvide) ,
D —— DxDx .

Le langage D est constitué de 1’ensemble des mots w
écrits sur 1’alphabet X ayant autant de lettres x que de lettres
;, et dont tout facteur gauche posséde au moins autant de lettres

x que de lettres X.

Tout mot w de D, s’il n’est pas vide, s’écrit alors de
maniére unique sous la forme w=uxvx ol u et v sont deux mots du

langage D.
Cette unique factorisation correspond a 12 unique
décomposition d’un arbre planaire décrite par la figure 1. Cette

correspondance permettrait de définir récursivement la bijection
(trés classique) entre les arbres planaires appartenant a 7, ,, et
les mots de D de longueur 2n.

Notations. Dans ce qui suit, nous désignons par
- 4lul] 1’arbre planaire & codé par le mot u appartenant a D,
- ul#] le mot codant 1’arbre planaire «,

- Fils_ (x) la suite (ordonnée) des fils de ¥ dans 1’ arbre

planaire 4.

Figure 1. Codage des arbres planaires par

les mots de Dyck.
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Considérons maintenant la transformation, étendue aux
arbres planaires, considérée par Naimi et Trehel dans leur
algorithme d’exclusion mutuelle. Cette transformation, notée ?,
peut €tre décrite formellement comme suit, ou de fagon visuelle

par la figure 2.

Soit # un arbre planaire de racine r et x un sommet de «.
Notons (r,x;,.ecce.,X,,%X) 1’unique chemin dans « allant de la

racine r au sommet x.

L’ arbre ¢, () = est 1’arbre planaire obtenu par le
procédé suivant.

- La racine de #° est x,

- Fils,_,, (x) = (Filsd(x),xp,xp_l,....,xl,r),

- pour tout y # x,

Fils, (y) \ {x;>} si x, € Fils_ (y) ,

Fils,. (y)=
Fils_ (y) sinon .

Remar que.
Si le sommet x choisi est la racine r de l1’arbre planaire

A, alors o ()=,

Figure 2. La transformation ¢  sur les arbres.

T —————



La complexité moyenne de l’algorithme de Naimi-Trehel
\.= pour un réseau comportant n processus est donnée par

M, = II(4) H(st) , (H

4 €7

n

dans laquelle

- TI(st) est la probabilité limite d’obtention de 1’arbre
planaire # a 1’ issue d’un nombre infini de transformations ¢,,

1
- Hd)= — E h(x)
n

x€EAd,x¥Er

dans laquelie h(x) désigne la hauteur dans « du sommet x (nombre
de sommets de 1’unique chemin allant de la racine r a x).

Dans 1’algebre des polynbmes en variables non
commutatives x et x et a coefficients dans @, nous considérons la
‘ famille de polynbmes <{p,},,, ayant comme support le langage de

Dyck D.

Définition 1.
La suite de polyn6mes {p,},,, est définie par la récurrence

p,=1 ,
n-1
| 1 (2)
| Pp = g Py X Py-x X °
n-1
k=1
Arnold, Delest et Dulucq ont alors montré le
Théoréme 2 [1]. Pour tout n21, on a
P, = % () ul«Al » (3
AET
1 1 1
M, =H, ., =1+ — + — + . P/ . (4)
2 3 n-1
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De plus, dans (11, il est prouvé que les probabilités
limites d’obtention se calculent immédiatement sur les arbres
planaires compte-tenu du

Corollaire 3 [11]1.
Soit w un mot de Dyck de longueur 2n.

1 }
Alors M(tlwl)= — II(lul) MN(«tlvl) s (5)
n

ot u et v sont les mots donnés par 1’ unique factorisation

de w en w=uxvXx

Ainsi, tout arbre planaire & a une probabilité limite d’obtention

M(4) qui est 1’ inverse d’un entier.

Définition 4. Soit {s,},,, la suite de polynfmes en variables non

commutatives x et x, définie par la récurrence

s,=1 ,
n-1
(6)
s, = (n-1) % S, X S,_, X
k=1
Nous déduisons d=s relations (3) et (%) et des
définitions des suites {p,} 2t {s,) le
Théoréme 5. La suite de poivndmes {s,},;, vérifie
5, = } —_ ulx] . (7
: DA
4 € 7,
Considérons maintenant la su:te {0,},,, dans N suivante.
Définition 6. La suite {0,>,,. d’entiers est définie par
g,=1
(8

.-

g T
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Q.r Ainsi, d’apres (6) et (7)), nous avons
n
1
o, = s,(x=1,x=1) = . €D
I ()
4 € 7

Les premiéres valeurs de <{o,} sont données dans la table

ci-dessous.

n ‘ 1 2 3 4 5 6 7 8

g, | 1 1 4 27 248 2830 38232 593859 Aéﬁ?
Dans [171, Stein s’est intéressé a une famille
d’ involutions sans point fixe qu’il appelle irréductibles,
involutions deja étudjées par Touchard [20] sous le nom

d’ involutions propres. Pour notre part, nous les appellerons
connexes car elles sont naturellement en bijection avec les
(.’ graphes de cordes connexes. i

' Stein obtient, par une preuve analytique, une formule de
récurrence [17, eq. 2.1]1 pour le nombre 0, d? involutions connexes

sur 1’ensemble {1,2,....,2n}.

n

a! a;
Onvy = > | l [(21'-1) 7, } , o
a, ! ' j=1

R R

ol la somme est prise sur toutes les partitions de 1?’entier n

vérifiant

De plus, par un raisonnement simple, Stein montre que

cette formule (10) est équivalente a (8).

(U' Dans le paragraphe suivant, nous donnons une preuve

purement bijective de 1’ identité (8).

i S
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Nous obtenons la table suivante des premiéres valeurs de
g, (resp. p,) le nombre d’ involutions connexes (resp. premiéres)
sur [2n].

n 1 2 3 4 5 6 T
., 1 1 4 217 248 2830 38232 %Cf‘r
o, 1 2 10 74 706 8162 110410 HC?ﬁ

Ainsli, les valeurs données par Touchard (r201, p.25) et
par Sloane ({161, suites n°F 783 et 1468) sont exactes seulement

pour n<6.

3 - Enumeration des arbres de cordes

Le paragraphe 2 étant consacre a 1’ énumération des
involutions connexes, ou de manieére équivalente des graphes de

cordes connexes, nous allons nous intéresser maintenant & une
classe particuliére de ces graphes, les arbres de cordes.

Définition 14.
Une involution & de ¥, est une involution-arbre si et
seulement si son graphe de cordes G(a) est connexe Sans cycle [2]

(nous dirons alors arbre de corde) .

Remarque 15.

Une involution connexe a sur [2n] est une
involution-arbre si et seulement si, dans sa représentation Cc(a)
sur un cercle par n cordes, toute région du cercle “touche" le
cercle (i.e. la courbe fermée limitant cette région emprunte un

arc du cercle).

De plus, si ¢ est une involution—arbre sur [2n], G(a) est
un arbre de cordes ayant n sommets et n-1 arftes et Ca) a

exactement n-1 points d’ intersection des cordes.
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Preuve. D’ apreés le systéme d’ équations (15) nous avons
m=x+xya’m .

Nous en déduisons

m(x,y) = x(l-xya?) ' = > xPtlyPa?? ,

p20

et, a étant une série en la seule variable y, nous avons, d’aprés

la définition de m, (¥)
m, (y) = vk a?k pour tout k31.

Ainsi, chaque ligne d’indice k=2 du tableau (an,k)
s’ obtient par convolution de la ligne d’indice k-1 avec la ligne
d’ indice 1, et la ligne d’indice 1 s’obtient par convolution de
la suite (a,) par elle-méme.

Le systéme (22) s’ obtient pour sa part par un calcul
simple a partir de la formule (18).

Remarque 20. ‘
Le corollaire 19 nous permet de constater que le triangle

(an’k) vérifie des propriétés analogues au triangle de Delannoy
[5] construit a partir des nombres de Catalan.

Cela est d@ au fait que la suite a, énumére les arbres
ternaires (tout sommet a O ou 3 fils) ayant 3n+1l sommets et dont

‘la branche gauche est de longueur k.

Une bijection simple que nous ne donnerons pas ici permet

de relier ces arbres ternaires aux arbres de cordes.
Des résultats analogues 4 ceux-ci s’obtiennent aisément

pour les arbres n-aires (n>2) (voir par exemple [111).

Donnons, pour terminer, les tables des premiéres valeurs

des nombres a, , et a,.

n 1 2 3 4 5 6 7 8
K
1 , ¢ 7 30 143 728 3876 21318
2 1 4 18 88 455 2448 . 13566 \({)t_@
3 1 6 33 182 1020 5814 ‘Og:k
4 1 8 52 320 1938
5 1 10 5 510
6 1 12 102
7 1 14
8 1

Table des nombres a, y-




n o 1 2 3 4 5 6 T 8 PAWL@

a 1 1 3 12 55 2173 1428 7752 43263

[
(|
Table des nombres a,k. -Vikkﬁﬁ -
| /

fl
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1”algorithme d’exclusion mutuelle de Naimi et Trehel,
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1
1
2 3
7 14
42 105 135

429 1287 2002 2

I1 apparaft que ce triange

par Mills, Robbins et Rumsey [18]

distribution des matrices 4 signes

de la seule valeur 1 sur la premiére
Ainsi, nous formulons une conj

Conjecture 6. Pour tout O0<k<n-2,

1
: A
105 42

002 1287 429

est le méme que celui obtenu
lorsqu’ils ont étudie
alternés suivant la position

la

ligne.
ecture analogue a la leur.

on a

| S (n+k) (n-k-1)
= (24)
P, x (k+1) (2n-k-2)
Remarque 5.5.
Par un calcul simple, on montre que si la conjecture 6§
est exacte, alors
2n 3n+1
P,., = P, . (25)
n n
Cette relation implique alors la conjecture 1 car la
suite D(n) (relation (15) ou (16)) vérifie la méme formule de

récurrence.

Considérons maintenant la

n-uplets de chemins de ¥,

Définition 5.6.
Pour 0<q,r<n-1,

considérons

définie par

est le nombre de n-uplets de
(i) a débutent par un
(ii

P

n, 1, 7r

) r se terminent par un pas Nord (n-r-1 par un

double distribution sur les

définie de la fagon suivante.

la double distribution P, ,,

dont

chemins de %,

pas Nord (n-g-1 par un pas Est),

pas Est).




