99 Capitel 4. § 54—§ 55.

Er nimmt m Reihen von Elementen an, etwa

Ayyy Bypy - - - A1y
Ayyy Aygy - - - A2y,
Amyy Cmyy - - - Ay,

und denkt sich gleichzeitig m Kisten, deren erster v, Plitze hat,
deren zweiter v, Plitze hat, u.s. f. Die Verteilung der Elemente
findet in die Plitze der Kisten statt. Dann heissen zwei Verteilungen
yverwandt® oder ,conjugiert, wenn bei der ersten Verteilung das
Element a,, im Kasten 1 und bei der zweiten Verteilung das Element
@y, im Kasten » sich befindet.

Mac Mahon setzt dabei alle Elemente mit gleichem ersten
Index einander gleich.

Capitel 4.
Inversionen und Sequenzen.

§ 54. Wir wollen uns in diesem Capitel mit dem Studium einiger
bei der Permutationen vorkommenden Verhiltnisse beschiftigen.

Folgt in einer Complexion auf ein seiner Ordnung nach spiteres
Tlement entweder unmittelbar oder durch andere Elemente getrennt
ein fritheres, so heisst dieses Vorkommniss eine Inversion®) Sind
als Elemente die natiirlichen Zahlen gegeben, daun besitzt eine Com-
plexion so viele Inversionen, als héhere vor niederen Zahlen stehen;
es hat z B. die Complexion 251643 die 7 Inversionen 21,51, 54,
53, 64, 63, 43. Die kleinstmégliche Anzahl von Inversionen ist O
sie tritt bei der natiirlichen Ordnung der Elemente 1, 2, 3,...n auf;
die grosstmogliche Anzahl ist (g), gie tritt bei der umgekehrten
Ordnung der Elemente n, n—1, ... 3,2, 1 auf.

*y Die ersten derartigen Betrachtungen stammen von G. Cramer, Introd.
4 I'Analyse des lignes courbes (1750), Genéve, Appendix p. 658; E. Bézout,

Mém. Par. (1764) p.292; P. 8. Laplace, Mém. Paris pour 1772; partie 1L (1776) -

p.294. Laplace benutzt den Namen Variation, der also, wie hieraus zu
erschen ist, sich damals noch nicht fir die jetzt so benannte combinatorische
Operation cingebiirgert hatte. In ziemlich ungefiiger Weise behandelt H. A. Rothe
(Samml. combinat -analyt. Abhandlungen, hersusgeg. v. Hindenburg, szweite
Sammlung, 1800, Leipzig, p. 263) die Anfangsgriinde der Theorie der Inversionen
mit Hilfe der von ihm eingefihrten Stellenelemente* und »Stellen-
exponenten'.
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Anzahl der Inversioner

Allgemeiner gilt der Satz, dass die Z
Complexion von n Elementen sich mit de
gekehrten, von rechts nach links gelesene:

plexion gehdrt, zu (’;) ergiinzt. Denn es giebf

von n Elementen (g) Moglichkeiten, ein

Element @, und a; mit einander zu vergleicl
Inversion, so liefert aid keine, und umgek
keiten liefert also in der einen von beiden O

Vertanscht man zwei auf einander folg
plexion, dann andert sich die Anzahl de:
plexion um =+ i. Denn durch Vertauschu
in dem Verhalten zu den iibrigen Elemente
gerufen; in dem Verhalten der beiden un
eine Aenderung eintreten; lieferte @ @41 ¢
(r410x keine solche und umgekehrt. Ferne
Vertauschung des x'° Elementes @, mit de:
darch (2v — 1) Vertauschungen uniitell
Elemente bewirkt werden ‘kann. Jede sol
Aenderung in der Inversionenanzahl ura
Finheit hervor. Folglich verfindert sic
sweier beliebiger Plemente die Anz
eine ungerade Zahl

Die Anzahl der Tusorsionen einer C¢
Tlanaate so durch ande

wenn man ihre !
folge beider in i iirlichen Anordnul
tenlexion aus 1, Z,

man also in & _:
einfihrt 1,39, ¢, %o dass 2 B. 2314
haben beide Complexionen dieselbe Anza

§ 55. Ist die Anzahl der Elemente
sur Abzihlung der lnversionen einer |
folgenden Methode bedienen*)

Wir teilen die Complexion in zwei &
die erste Gruppe enthdlt der Reibe na
die zweite Gruppe enthdlt der Reihe na
Dabei ist u + v =n.

Dann bildet man die Anzahl samm

1. die von den Elementen 2,

9. die von den Elementen K,

3. die von den Elementen 1,7,
ke - B herriithren.

b)) P.Gordan-G.Kerschensteiner,Vorlee
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Anzahl der Inversionen. 93

Allgemeiner gilt der Satz, dass die Zahl der Inversionen einer
Complexion von % Elementen sich mit derjenigen, welehe zur um-
gekehrten, von rechts nach links gelesenen, der ,inversen® Com-

plexion gehort, zu (’g) erginzt. Denn es giebt bei einer jeden Complexion

von n Elementen (g) Moglichkeiten, ein frilheres und ein spiteres

Element a, und @; mit einander zu vergleichen. Liefert nun a,a. eine
Inversion, so liefert ;. keine, und umgekehrt. Jede dieser Moglich-
keiten liefert also in der einen von beiden Complexionen eine Inversion.

Vertauscht man zwei auf einander folgende Elemente einer Com-
plexion, dann andert sich die Anzahl der Inversionen dieser Com-
plexion um + 1. Denn durch Vertauschung von ax und @.p wird
in dem Verhalten zu den iibrigen Flementen keine Aenderung hervor-
gerufen; in dem Verhalten der beiden unter einander dagegen wird
eine Aenderung eintreten; lieferte @41 eine Inversion, dann liefert
Oy 410x keine solche und umgekehrt. Ferner sieht man leicht, dass die
Vertauschung des x*** Elementes ay mit dem (x + v)** Elemente @4,
durch (2v — 1) Vertauschungen unmittelbar auf einander folgender
Elemente bewirkt werden kann. Jede solche Vertauschung ruft eine
Aenderung in der Inversionenanzahl um eine positive oder negative
Finbeit hervor. Folglich verandert sich bei der Vertauschung
zweier beliebiger Elemente die Anzahl der Inversionen um
eine ungerade Zahl.

Die Anzahl der Inversionen einer Complexion #ndert gich nicht,
wenn man ihre Elemente so durch andere ersetzt, dass die Reihen-
folge beider in ibrer natiirlichen Anordnung die gleiche bleibt. Wenn
man also in eine Complexion aus 1,2, 5, 4 sl dieser Blewicute
einfihrt 1,3,5,7, so dass z B. 2314 in 3517 ibergeht, dann
haben beide Complexionen dieselbe Anzahl von Inversionen.

§ 55. Ist die Anzahl der Elemente gross, dann kann man sich
sur Abzihlung der Inversionen einer Complexion mit Vorteil der
folgenden Methode bedienen.¥)

Wir teilen die Complexion in zwei beliebige Teile;
die erste Gruppe enthalt der Reihe nach die Elemente ¢, %, <y
die zweite Gruppe enthalt der Reihe nach die Elemente k&, ks, - - - k,.
Dabei ist p+ v =n.

Dann bildet man die Anzahl simmtlicher Inversionen

1. die von den Elementen i, . . - i herriihren,

9. die von den Elementen ki, ks, . . - v herriihren,

3. die von den Elementen iy, fgy . . - fu 10 Beziehung auf
ky, kg, - K herriihren. '

*) P.Gordsn-GAKerschensteiner,VorlesungeniiberInvaﬁ&nmntheoriel,p.&
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a6 Capitel 4. § 56 —§57.

Fiir ein ungerades n folgt zundchst
Iéu) _ Ifu) + Ig(") ... =Ié-_l) _ Il(n—l) + I,(n—-l) .

und de (n — 1) ungerade ist, wiederum Null. Man findet deranach

allgemein
(a=0, 1,... (’2")),

® S LN=0
d b die Anzahl aller Permutationen von 2 Elementen mit
einer geraden Zahl von Inversionen ist gleich derjenigen
mit einer ungeraden Zahl von Inversionen.
Man kann dieses Resultat leicht erweitern. Sind ¢, Gy, - - - In
Zahlen, deren Summe O betrigt, und multipliciert man die Gleichungen
des Schemas der Reihe nach mit gy, gy, -ns Gnt1 = ¢y, gnt2=YG2»

ooy Q3np1 =Gy~ 8O wird auch hier
©® anIé")a—O (a=o,1,...(’2‘)).

§ 57. Man hat I (" 1, wie oben gezeigh worden ist. Ferner
ist I!" = (n — 1). Denn fiir die » Elemente 1,2, ...n giebt es nur
als Permutationen mit einer einzigen Inversion die folgenden

2134...m; 1324..m; 1234...(n—2)n(n—1).

Mit Hiilfe der Reductionsformel (8) kann man jetzt die Werte
der I leicht berechnen; wir stellen sie fiir die kleinsten n und » im
Folgenden zusammen.¥) '

n= 1 23 4 5 6 1 8 9 10 11
x=0 1111 1 1 1 1 1 1 1
1 1 2 3 4 5 6 1 8 9 10

2 2 5 9 14 20 27 35 44 54

3 1 6 15 29 49 76 111 155 209

4 5 20 49 98 174 28 440 649

5 3 22 71 169 343 628 1068 1717

6 1 20 90 259 602 1230 2298 4015

1 15 101 359 961 2191 443 850

« Vgl J. Bourget, Noav. Ann. (2) 10 (1871) p- 254 Hier werden als™qon-
jugierte Permutationen golche bezeichnet, deren Inversionen in gewissen, 8
erginzenden Beziehungen stehen.

N 3302 %7

Complexionen erster und

Man erkennt, dass, sobald ein gew
gchritten ist, bei jedem x die einfache

) P =12+
anftritt. Dies ergiebt sich aus (0), we
=1+ 3

7, =2 gt L

Die Formel (n) ist also richtig, sobal
x < m ist. Fir jede Horizontalreihe gil
ab das Gesetz (7); in der Tafel sinc
gedruckt.

Man iberzeugt sich leicht von
Formeln, indem man die Werte fiir
Formel (7) zur Anwendung bringt;

I =1;
IP=n-1;

LM = (’2") -1

=1

="

I = (n —g 3

Ie(n) e (n —-(}5- 4}

Die vorletzte Formel gilt erst |
sie 2 statt 3. Die letzte Formel gi

§ 58. Eine Complexion verschi
oder zur zweiten Classe gerechn
ungerade Complexion bezeichnet
oder eine ungerade Anzahl von In
alle n! Permutationen von 7 vers_c]
Classen, so enthilt nach (&) eine J¢
Permutationen.

* L. Bézout (. c) A L. Cauc
p.at. — K. G. Jacobi, Journ. f. Math. 2
von positiver und pegativer Classe.

Netto, Combinatorik.
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Sapitel 4. § 56 —§ 7.

. folgt zunichst
;__.=Ié.—1)_11(n-—1)+L(n—1) .

> ist, wiederum Null. Man findet demnach

Z(—l)“lé")=0 (a=0,1,.<.('2‘)),

Permutationen von n Elementen mit
on Inversionen ist gleich derjenigen
7ahl von Inversionen.

. esultat leicht erweitern. Sind ¢, s, .- - ¢a
f retrigt, und multipliciert man die Gleichungen
wach mibt ¢, oy Gny Gnt1 =1y nt2 = o>

ird auch hier
(a=0, 1,... (;))

2 Qa LE") =0

b . 2 .o - - -
F L wie cben gezeigl worden ist. IFerner
, fiir die » Elemente 1,2,...n giebt es nur
lw‘uer einzigen Inversion die folgenden

t..ny ... 1234...(n—2)n(n—1).

uctionsformel (d) kann man jetzt die Werte
vir stellen sie fiir die kleinsten » und x im

5 6 17 8 9 10 11
L 1 1 1 1 1 1
4 5 6 7 8 9 10
9 14 20 21 35 44 54
15 29 49 76 111 1556 209
20 49 98 174 285 440 649
271 169 343 628 1068 1717

0 90 259 602 1230 2298 4015
101 359 961 2191 4489 8504

o

av. Ann. (2) 10 (1871) p.254. Hier werden als con-
y bezeichnet, deren Inversionen in gewissen, sich
en.

Complexionen erster und zweiter Classe. : 97

Man erkennt, dass, sobald ein gewisser Anfangswert von n ilber-
schritten ist, bei jedem x die einfache Relation

Q 19— I, 4 10

auftritt. Dies ergiebt sich aus (d), wenn wir schreiben
1o—10 4 STEh
L2 =D

Die Formel (y) ist also richtig, sobald Z"7" —0 wird, d.h. sobald
x < ist. Fir jede Horizontalreihe gilt also von dem (x + 1) Gliede
ab das Gesetz (7); in der Tafel sind die betreffenden Glieder fett
gedruckt.

Man iiberzeugt sich leicht von der Richtigkeit der folgenden
Formeln, indem man die Werte fir kleine 7 priift und dann die
Formel (7)) zur Anwendung bringt;

Io(u)=1; /
™ —n—1:

5 =(3) -1

I = (n + 1) n;

(@=0,1,...(n—2));

(@=0,1,...(n—1))

3

=" -30)
=3 ("1 %)+

= () ()

Die vorletzte Formel gilt erst von n =5 an; bei n =4 ergiebt
sie 2 statt 3. Die letzte Formel gilt erst von n =6 ab.

§ 58. Eine Complexion verschiedener Elemente wird zur ersten

oder zur zweiten Classe gerechnet, oder auch als gerade bezw,

ungerade Complexion bezeichnet®), je pachdera sie eine gerade
oder eine ungerade Anzahl von Inversionen besitzt. Verteilt man
alle 7! Permutationen von n verschiedenen Elementen in die beiden
Classen, so enthilt nach (&) eine jede der beiden Classen gleich viele
Permutationen.

* K. Bézout (. ¢). A L. Cauchy, Journ. de I'Ec. pol. cah. 17 (1815)
p.41. — K. G. Jacobi, Journ. f. Math. 22 (1841) p. 286 = Werke 8 p. 359 spricht
von positiver und negativer Classe. ) .

Notto, Combinatorik.
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98 Capitel 4. § &8,

Durch eine Vertauschung zweier Elemente un
aus einer Complexion einer der beiden Classen eine Complexion der
andern Classe hervor. Eine solche Umstellung von zwei Elementen
wird Transposition genannt.  Jede Permutation P, ist aus jeder
anderen P, durch eine Reihe von auf einander folgenden Trans-
positionen ableitbar. Denn ist die gt Stelle die erste, in der beide
Permutationen P, und P, nicht iibereinstimmeu, 8o kann man durch
eine Transposition die Permutation P, so dndern, dass die neue mit
der gegebenen zweiten P, jetzt auch in der gten Stelle iiberein-
stimmt, u.s. w. Z.B. erhilt man aus P, =32156874 die Permu-
tation P, =42836157 durch die Schritte

(34)...42156873,

(18)...428561783,

(83)...42836175,

(67)...42836157.
Hierbet

mel deules (54), (18),... die Transpositionen an, durch welche
3 und 4, ebenso 1 und 8 u. s f umgestellt werden.

Man kann einen solchen Uebergang durch Transpositionen auf
unendlich viele Arten machen. Fiir das eben behandelte Beispiel
genligen auch u. a. die Transpositionsfolgen

(12), (23), (24), (12), (38), (35), (57), (17);
(13), (14), (13), (18), (15), (13), (17), (15%; u.s. w.

Wie aber auch hierbei die Folge der Transpositionen gewihlt
werde, stets lisst ihre Anzahl, durch 2 dividiert, denselben Rest 0
oder denselben Rest 1; die Anzahl ist demnach entweder stets gerade
oder stets ungerade. Dies kann aus den friheren Darlegungen ohne
Weiteres entnommen werden. Denn da durch eine gewisse Anzahl
von Transpositionen die Classe der Complexionen eben so oft ge-
wechselt wird, als jene Anzahl angiebt, und da die Classe der Anfangs-
Complexion und die der Schluss- Complexion feststeht, so wird in allen
Fillen, in denen beide Complexionen zu derselben Classe gehdren,
eine gerade Anzahl von Transpositionen ndtig werden, und im ent-
gegengesetzten Falle eine ungerade Anzahl,

Wir kénnen auch hier, der von uns fast ununterbrochen be-
nutzten Methode der strengen Induction folgend, noch einen zweiten
Beweis des gleichen Satzes geben. Dazu wird es ausreichen, zu
zeigen, dass stets eine gerade Anzahl von Transpositionen nditig ist,
um eine Complexion in sich selbst liberzufiihren. Denn fiihren ein-
mal ¢ und einmal ¢ Transpositionen die Complexion A4 in die Com-
plexion B iiber, so wird B durch die umgekehrte Folge der + Trans-
positionen in 4 verwandelt, und daher 4 durch (04 1) in sich

ter einander geht

R s e
F s e B e T T T TP o = e . Yoy a T

3

T

Permutationen erster

selbst. Ist nun o+ £=0 (mod.
6 =t (mod. 2).

Fiir zwel Elemente 1, 2 ist d
bar klar. Es geniigt daher, seine
zu zeigen, unter der Voraussetzung
ist. Ferner konnen wir, da dies ]
Elemente involviert, die Annahme
lichen Anordnung

() ,2,3,...(n—
ausgehen und durch eine Folge v
kehren.

Wir bilden demnach, von («)
plexionen

®) iy By By, - -
von denen eine jade durek sing i
gehenden abgeleitet ist. Es sollen
liegen, deren erste und deren letzt
1st die Richtigkeit der Congruenz
N=0
nachzuweisen.

Wir tilgen in allen (N4 1)
erhalten daun (N 4- 1) Zeilen, dere
mente 1,2,...n darstellt. Bei ih
von einer Zeile zur folgenden nicht
zweien der n iibrigen Elemente erf
sicher der Fall, wenn die vorige Tr
Elementen dieses letzte nun getilgte
also schon vorher als Transposition
darstellte. ~ Machte dagegen beim
(k + 1)ten Zeile der urspriinglichen (
eine Stelleninderung um eine Einhe

kte Zeile %y Bg, -
(k+ 1) Zeile 4,4, .

so erscheint nach der Unterdriickung
zweimal nach einander. Wollen wir
driickung des Elementes (n + 1) ent
Uebergang von einer jeden zur fol
bewirken, so miissen wir im vorl
Zeilen die k* oder die (k 4 1)% tilg

Macht beim Uebergange von ¢
Element (n+1) in der ersten Ordna
von « Einheiten

RO -+ e aaten> 8 4T e e R e



Capitel 4. § 58.

jung zweier Elemente unter einander geht
L er der beiden Classen eine Complexion der
. ne solche Umstellung von zwei Elementen
annt.  Jede Permutation P, ist aus jeder
Reithe von auf einander folgenden Trans-
n ist die at* Stelle die erste, in der beide
nicht iibereinstimmen, so kann man durch
-mutation P, so dndern, dass die neue mit
%, jetzt auch in der a'*® Stelle {iberein-
ilt man aus P, =32156874 die Permu-
durch die Schritte

)...42156873,

)...42856173,

)...42836175,
7)...42836157.
), ... die Transpositionen an, durch welche
“ u. g f. umgestellt werden.
£ Ul Telergeng Gurek Transpositionen aut
bachen. Fiir das eben behandelte Beispiel
-anspositionsfolgen ‘

<), (12), (38), (35), (57), (17);
1, (18), (15), (18), (A7), (15); u.s. w.

ei die Folge der Transpositionen gewihlt
izahl, durch 2 dividiert, denselben Rest O
Anzah] ist demnach entweder stets gerade
kann aus den fritheren Darlegungen ohne
ien. Denn da durch eine gewisse Anzahl
“lasse der Complexionen eben 8o oft ge-
ahl angiebt, und da die Classe der Anfangs-
bluss-Complexion feststeht, so wird in allen
smplexionen zu derselben Classe gehoren,
ranspositionen ndtig werden, und im ent-
angerade Anzahl.

er, der von uns fast ununterbrochen be-
zen Induction folgend, noch einen zweiten
23 geben. Dazu wird es ausreichen, zu
rade Anzahl von Transpositionen nétig ist,
ch selbst {iberzufithren. Denn fiihren ein-
positionen die Complexion A in die Com-
! durch die umgekehrte Folge der z Trans-
lt, und daher 4 durch (6 + z) in sich
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selbst. Ist nun o + v =0 (mod. 2), so ist, wie behauptet wurde,
¢ =1t (mod. 2).

Fiir zwei Elemente 1, 2 ist der jetzt formulierte Satz unmittel-
bar klar. Es geniigt daher, seine Richtigkeit fiir (» 4 1) Elemente
zu zeigen, unter der Voraussetzung, dass er bei n Klementen richtig
ist. Ferner konnen wir, da dies ja nur eine andere Benennung der
Elemente involviert, die Annahme machen, dass wir von der natiir-

lichen Anordnung .

() 1,2,3,...n—1), n, (n+1)
ausgehen und durch eine Folge von Transpositionen zu ihr zurick-
kehren.

Wir bilden demnach, von (&) ausgehend, eine Reihe von Com-

plexionen

(ﬂ) 1.1, iS) ”:87 R in—lr in) iu+l;
von denen eine jede durch eine einzige Transposition aus der vorher-
gehenden abgeleitet ist. Es sollen (N + 1) derartige Zeilen (8) vor-
liegen, deren erste und deren letzte mit («) ibereinstimmen. Dann
ist die Richtigkeit der Congruenz

N=0 (mod. 2)

nachzuweisen.

Wir tilgen in allen (N + 1) Zeilen das Element (4 1) und
erhalten dann (N + 1) Zeilen, deren jede cine Complexion der Ele-
mente 1,2,...n darstellt. Bei ihnen braucht aber der Uebergang
von einer Zeile zur folgenden nicht durch eine Transposition zwischen
zweien der » iibrigen Elemente erfolgt zu sein. Dies ist nur dann
sicher der Fall, wenn die vorige Transposition zwischen den (n 4 1)
Elementen dieses letzte nun getilgte Element nicht beriihrte und sich
also schon vorher als Transposition zweier der Elemente 1,2,...n
darstellte.  Machte dagegen beim Uebergang von der k'*® zur
(k + 1)te= Zeile der urspriinglichen Complexionen das Element (n 4 1)
eine Stelleninderung um eine Einheit, etwa

kte Zeile P U T S TR o
(k4 1) Zeile ¢,¢,...0+ 1,%,...4,

so erscheint nach der Unterdriickung von (» + 1) dieselbe Anordnung
zweimal nach einander. Wollen wir also in der neuen, durch Unter-
driickung des Elementes (n + 1) entstehenden Zeilen-Anordnung den
Uebergang von einer jeden zur folgenden durch eine Transposition
bewirken, so miissen wir im vorliegendem IKalle eine der beiden
Zeilen die Z** oder die (k + 1)* tilgen.

Macht beim Uebergange von der kte® zur (k4 1)t® Zeile das
Element (n-+1) in der ersten Ordnung dagegen eine Stelleninderung
von o Kinheiten
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