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Óñëîâèÿ, êðàòêè ðåøåíèÿ è êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå

Çàäà÷à 8.1. Äàäåíî å óðàâíåíèåòî
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a) Çàïèøåòå êîðåíà íà óðàâíåíèåòî âúâ âèäà m−√
n, êúäåòî m è n ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà.

á) �àçëîæåòå èçðàçà a3 − 3a2 − 5a+7 íà äâà íåêîíñòàíòíè ìíîæèòåëÿ ñ öåëè êîå�èöèåíòè

è ïðåñìåòíåòå ñòîéíîñòòà íà òîçè èçðàç, àêî a å íàìåðåíèÿò â à) êîðåí.
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√
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�åøåíèå. à) Ïðåñìÿòàìå
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Óðàâíåíèåòî äîáèâà âèäà
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2 > 0) îêîí÷àòåëíî x = 1−

√
2.

á) Èìàìå a3−3a2−5a+7 = a3−a2−2a2+2a−7a+7 = (a−1)(a2−2a−7). Ïðîèçâåäåíèåòî
íà a− 1 = −

√
2 è a2 − 2a− 7 = (a− 1)2 − 8 = 2− 8 = −6 å 6

√
2.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) a) 4 ò., îò êîèòî: 1 ò. çà
√

9 + 6
√
2 =

√
6 +

√
3; 1 ò. çà

√
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√
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2; 2 ò. çà x = 1 −

√
2. á) 2 ò., îò êîèòî 1 ò. çà ðàçëàãàíåòî è 1 ò. çà ïðàâèëíîòî

ïðåñìÿòàíå íà ñòîéíîñòòà.

Çàäà÷à 8.2. Ñèìåòðàëèòå íà ñòðàíèòå AC è BC íà îñòðîúãúëíèÿ òðèúãúëíèê ABC ñ

∡ACB = 30◦ ñå ïðåñè÷àò â òî÷êà O. Òî÷êèòå M è N ñúîòâåòíî îò ñòðàíèòå AC è BC ñà

òàêèâà, ÷å O å ñðåäàòà íà îòñå÷êàòà MN . Êîëêî ïúòè ïðîèçâåäåíèåòî îò äúëæèíèòå íà

îòñå÷êèòå CM è CN å ïî-ãîëÿìî îò ïðîèçâåäåíèåòî íà äúëæèíèòå íà îòñå÷êèòå AM è

BN?

Îòãîâîð.

4
3 .

�åøåíèå. Íåêà L å ñðåäàòà íà BC (ñúîòâåòíî OL ⊥ BC) è K å ïåòàòà íà ïåðïåíäèêóëÿðà îò

M êúì BC. Òîãàâà OL ‖ MK è ñ MO = ON ñëåäâà, ÷å OL å ñðåäíà îòñå÷êà â òðèúãúëíèêà

KMN � â ÷àñòíîñò KL = LN . Îò äðóãà ñòðàíà, èìàìå è BL = CL, îòêúäåòî BN = CK.

Îò ïðàâîúãúëíèÿ òðèúãúëíèê CKM ñ ∡KCM = 30◦ ïîëó÷àâàìå KM = 1
2CM è CK =√

CM2 −KM2 =
√
3
2 CM îò Ïèòàãîðîâàòà òåîðåìà. Ñëåäîâàòåëíî

CM
BN

= 2√
3
.

Àíàëîãè÷íî èìàìå

CN
AM

= 2√
3
, îòêúäåòî îêîí÷àòåëíî

CM ·CN
AM ·BN

= 4
3 .
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Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 4 ò. çà äîêàçâàíå íà CM
BN

= 2√
3
(èëè

CN
AM

), îò êîèòî: 1 ò. çà âúâåæäàíåòî

íà MK ⊥ BC, 2 ò. çà BN = CK (îò êîèòî 1 ò. çà ñðåäíàòà îòñå÷êà ïðåç O), 1 ò. çà CM
CK

= 2√
3
;

1 ò. çà àíàëîãè÷åí èçâîä çà

CN
AM

, 1 ò. çà îêîí÷àòåëåí îòãîâîð.

Çàäà÷à 8.3. Äàäåíî å åñòåñòâåíî ÷èñëî n. Èìàìå n+ 1 òîïêè, íîìåðèðàíè ñ 1, 1, 2, 3, . . . ,
n (ñàìî ïúðâèòå äâå ñà åäíàêâè). Òðÿáâà äà îöâåòèì òåçè òîïêè â n äàäåíè öâÿòà, òàêà ÷å

âñÿêà òîïêà å â åäèí öâÿò è âñåêè öâÿò äà ñå èçïîëçâà ïîíå âåäíúæ. Îçíà÷àâàìå ñ an áðîÿ

íà âúçìîæíèòå îöâåòÿâàíèÿ. Íàìåðåòå íàé-ìàëêîòî n, çà êîåòî an ñå äåëè íà 2024.

Îòãîâîð. 13.

�åøåíèå. Òî÷íî åäèí îò öâåòîâåòå ùå ñå èçïîëçâà çà äâå îò òîïêèòå; íåêà òåõíèòå íîìåðà

ñà a è b, êàòî a ≤ b.
Àêî a > 1, òî èìàìå (n−1)(n−2)/2 èçáîðà çà a è b, êàêòî è n èçáîðà çà öâåòà èì. Îñòàíàëèòå
n− 1 òîïêè (äâå îò êîèòî åäíàêâè) òðÿáâà äà ñå îöâåòÿò â îñòàâàùèòå n− 1 öâÿòà; çà òîâà
èìàìå (n− 1)!/2 âàðèàíòà. Ñëåäîâàòåëíî â òîçè ñëó÷àé áðîÿò íà âúçìîæíèòå îöâåòÿâàíèÿ

å

1
4 (n− 1)!.n(n − 1)(n − 2) = 1

4n!(n
2 − 3n+ 2).

Àêî a = 1, òî çà îöâåòÿâàíå â n öâÿòà íà âñè÷êè òîïêè îñâåí a èìà n! âàðèàíòà. Ñåãà èìà
n èçáîðà çà öâåòà íà a. Òàêà â òîçè ñëó÷àé èìà n!.n âúçìîæíè îöâåòÿâàíèÿ.

Îêîí÷àòåëíî an = 1
4n!(n

2−3n+2+4n) = 1
4n!(n

2+n+2). Àêî an å êðàòíî íà 2024 = 23.11.23
è n < 23, òî òðÿáâà 23|n2 + n+2. Äèðåêòíà ïðîâåðêà ñî÷è, ÷å íàé-ìàëêîòî òàêîâà n e 9, íî

a9 = 9!.23 íå ñå äåëè íà 11, à ñëåäâàùîòî ïîäõîäÿùî n e 13, ïðè êîåòî a13 = 13!.46 ñå äåëè
íà 23.11.23.

Àëòåðíàòèâíî ðåøåíèå. Íåêà öâåòîâåòå ñà 1, 2, ..., n (íîìåðàöèÿòà íÿìà îòíîøåíèå êúì

òàçè íà òîïêèòå). Èìà (n + 1)!/2 âúçìîæíè ïåðìóòàöèè íà n + 1-òå òîïêè. Çà âñÿêà îò

òÿõ èçïîëçâàìå öâåòîâåòå â íàðàñòâàù ðåä íà íîìåðàòà èì, èçïîëçâàéêè åäèí (n èçáîðà

êîé) çà äâå ñúñåäíè òîïêè. Ïîëó÷àâàìå (n + 1)!.n/2 âúçìîæíè îöâåòÿâàíèÿ. Àêî äâåòå

åäíîöâåòíè òîïêè ñà ñ íîìåðà 1, 1, òî èìà n âúçìîæíè èçáîðà çà öâåòà èì è (n − 1)!
âúçìîæíè îöâåòÿâàíèÿ íà îñòàíàëèòå; îáùî n.(n−1)! = n! âúçìîæíè îöâåòÿâàíèÿ. Îñòàâàò
(n + 1)!.n/2 − n! = 1

2n!(n
2 + n − 2) îöâåòÿâàíèÿ, âñÿêî îò êîèòî å áðîåíî ïî äâà ïúòè

(ïîíåæå ðåäúò íà äâåòå òîïêè ñ åäíàêúâ öâÿò íå âëèÿå íà ðåçóëòàòà). Îêîí÷àòåëíî an =
n! + 1

4n!(n
2 + n− 2) = 1

4n!(n
2 + n+ 2). Êðàòíîñòòà íà 2024 ñå àíàëèçèðà êàòî ïî-ãîðå.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 4 ò. çà äîêàçâàíå an = 1
4n!(n

2+n+2) èëè íà åêâèâàëåíòíà �îðìóëà;
3 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å íàé-ìàëêîòî ïîäõîäÿùî n å 13.

Çàäà÷à 8.4. Åñòåñòâåíî ÷èñëî ùå íàðè÷àìå ÿìáîëñêî, àêî ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè âúâ âèäà

a2 + 6ab + b2, êúäåòî a è b ñà (íå íåïðåìåííî ðàçëè÷íè) åñòåñòâåíè ÷èñëà. ×èñëîòî 362024

å çàïèñàíî êàòî ñáîð íà k íà áðîé (íå íåïðåìåííî ðàçëè÷íè) ÿìáîëñêè ÷èñëà. Êàêâà å

íàé-ìàëêàòà âúçìîæíà ñòîéíîñò íà k?

Îòãîâîð. 2

�åøåíèå. Ïúðâî ùå ïîêàæåì, ÷å k = 1 íå å âúçìîæíî, ò.å. a2 + 6ab+ b2 = 24048 · 34048 íÿìà
ðåøåíèå â åñòåñòâåíè ÷èñëà. Àêî òàêèâà a, b ñúùåñòâóâàò, òî a2+ b2 ñå äåëè íà 3 è çíà÷è a è
b ñå äåëÿò íà 3. Çàïèñâàéêè a = 3a1, b = 3b1 è ðàçäåëÿéêè íà 3

2
, ïîëó÷àâàìå a21+6a1b1+b21 =

3



24048 · 34046; ïîâòàðÿéêè òîçè àðãóìåíò îùå 2023 ïúòè, äîñòèãàìå äî óðàâíåíèå îò âèäà

u2 + 6uv + v2 = 24048

êúäåòî u è v ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà.

Àêî v å ÷åòíî, òî è u å ÷åòíî; çàïèñâàéêè u = 2u1, v = 2v1 è ðàçäåëÿéêè íà 4, ïîëó÷àâàìå
u21 + 6u1v1 + v21 = 24046; ïîâòàðÿéêè íåêîëêîêðàòíî òîâà, äîñòèãàìå äî óðàâíåíèå îò âèäà

s2 + 6st+ t2 = 22A,

êúäåòî s, t, A ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà, t å íå÷åòíî è A ≥ 2 (òúé êàòî ëÿâàòà ñòðàíà å ïî-ãîëÿìà
èëè ðàâíà íà 8). Ïîñëåäíîòî å åêâèâàëåíòíî íà (s + 3t)2 − 8t2 = 22A. Ñåãà îò ìîäóë 8
âèæäàìå, ÷å (s + 3t)2 ñå äåëè íà 8, çíà÷è s + 3t ñå äåëè íà 4, ò.å. (s + 3t)2 ñå äåëè íà 16.
Íî òîãàâà 8t2 òðÿáâà äà ñå äåëè íà 16, êîåòî å íåâúçìîæíî çà íå÷åòíî t, ïðîòèâîðå÷èå.
Ñëåäîâàòåëíî k = 1 íå å âúçìîæíî.

Çà ïðèìåð ñ k = 2 äà çàáåëåæèì ïúðâî ÷å

36 = [12 + 6 · 1 · 1 + 12] + [32 + 6 · 3 · 1 + 12]

è ñåãà óìíîæåíèå ïî (62023)2 âîäè äî

362024 = [(62023)2 + 6 · 62023 · 62023 + (62023)2] + [(3 · 62023)2 + 6 · (3 · 62023) · 62023 + (62023)2]

ò.å. 362024 å ñáîð íà ÷èñëàòà a21 + 6a1b1 + b21 è a22 + 6a2b2 + b22, êúäåòî a1 = b1 = b2 = 62023 è
a2 = 3 · 62023.
Êîìåíòàð. . Ñòúïêàòà ñ ìîäóë 3 ïðè k = 1 íå ìîæå äà ñå èçáåãíå; èíà÷å, àêî ðàáîòèì ñàìî

ñ ìîäóë 4, áèõìå äîñòèãíàëè s2+6st+ t2 = 22A ·34048. Ïðîáëåìúò â ïîñëåäíîòî å, ÷å A ìîæå

âñúùíîñò äà å 0 è òîãàâà âúâ âèäà (s + 3t)2 − 8t2 = 34048 íå èçãëåæäà êàòî äà ìîæå äà ñå
äîñòèãíå ïðîòèâîðå÷èå, áåç äà ñå èçïîëçâà ìîäóë 3 ìíîãîêðàòíî.
Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 1 ò. çà âåðåí îòãîâîð, 2 ò. çà ïðèìåð ïðè k = 2 (îò êîèòî 1 ò. çà

ïðåäñòàâÿíå íà 36), 4 ò. çà îòõâúðëÿíå íà k = 1, îò êîèòî 1 ò. çà åëèìèíèðàíå íà 34048,
1 ò. çà ñâåæäàíå äî óðàâíåíèå ñ ïîíå åäíà íå÷åòíà ïðîìåíëèâà, 1 ò. çà îòäåëÿíå íà òî÷åí

êâàäðàò è ðàçãëåæäàíå íà ìîäóë 8, 1 ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 9.1. Äà ñå ðåøè ñèñòåìàòà óðàâíåíèÿ:

(x+ 1)2(y + 1)2 = 27xy

(x2 + 1)(y2 + 1) = 10xy.

�åøåíèå. Äà îòáåëåæèì ÷å ëÿâàòà ñòðàíà íà âòîðîòî óðàâíåíèå å ïîëîæèòåëíà è çíà÷è

xy > 0. Òîãàâà íåêà ðàçïèøåì ïîâäèãàíåòî íà êâàäðàò â ïúðâîòî óðàâíåíèå è äà ðàçäåëèì

è äâåòå ñòðàíè íà xy. Ïîëó÷àâàìå:

4



(

x+ 2 +
1

x

)(

y + 2 +
1

y

)

= 27

(

x+
1

x

)(

y +
1

y

)

= 10.

Ïîëàãàìå u = (x+ 1
x
) è v = (y + 1

y
). Ïîëó÷àâàìå:

(u+ 2)(v + 2) = 27

uv = 10.

Ïðåðàáîòâàìå è ïîëó÷àâàìå:

u+ v = 13/2

uv = 10.

Íî ïî �îðìóëèòå íà Âèåò, çíà÷è ÷å u è v ñà êîðåíè íà 2z2−13z+20 = (2z−5)(z−4). Ñúùî
òàêà, äà îòáåëåæèì è ÷å ñèñòåìàòà å ñèìåòðè÷íà çà äâåòå ïðîìåíëèâè, êàêòî è èçíà÷àëíî

çà x è y. Íåêà âúðíåì ïîëàãàíåòî:

x+
1

x
=

5

2

Ñëåäâà x = 2 èëè x = 1
2 .

y +
1

y
= 4

Ñëåäâà y = 2±
√
3.

Òàêà îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå ñëåäíèòå 8 ðåøåíèÿ çà (x, y): (1/2, 2 +
√
3), (1/2, 2 −

√
3),

(2, 2 +
√
3), (2, 2−

√
3), (2−

√
3, 1/2), (2 +

√
3, 1/2), (2 +

√
3, 2), (2−

√
3, 2).

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 2ò. çà ïðåðàáîòâàíåòî è ïîëàãàíåòî; 2ò. çà íàìèðàíå íà u è v; 2ò. çà
äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 9.2. Äàäåíî å ÷èñëî x = q
p
, êúäåòî p è q ñà ïðîñòè ÷èñëà, p > q è 240 íå äåëè p4−q4.

Äà ñå íàìåðè ìàêñèìàëíàòà ñòîéíîñò íà x.

�åøåíèå. Ïúðâî, çà ïðîñòî ÷èñëî p > 3 èìàìå ÷å p ≡ ±1 (mod 3) îò êúäåòî p4 ≡ 1 (mod 3)
è p4 − q4 ñå äåëè íà 3 çà ïðîñòè ÷èñëà ïî-ãîëåìè îò 3.

Ñúùî òàêà p4 ≡ 1 (mod 5) ïî ìàëêàòà òåîðåìà íà Ôåðìà (èëè ïî òåîðåìà íà Îéëåð, èëè

ïðîñòî ÷ðåç äèðåêòíî èç÷åðïâàíå), ñëåäîâàòåëíî p4 − q4 ñå äåëè íà 5 çà ïðîñòè ÷èñëà ïî-

ãîëåìè îò 5.

5



Ñåãà p4− q4 = (p2+ q2)(p+ q)(p− q). Àêî p è q ñà íå÷åòíè ïðîñòè ÷èñëà ñ ðàçëè÷íè îñòàòúöè
ïî ìîäóë 4, òî p+ q ñå äåëè íà 4, à îñòàíàëèòå äâå ÷èñëà ñà ÷åòíè è ïðîèçâåäåíèåòî ñå äåëè
íà 16. Àêî ñà íå÷åòíè ïðîñòè ÷èñëà ñ åäíàêâè îñòàòúöè ïî ìîäóë 4, òî p− q ñå äåëè íà 4, à
îñòàíàëèòå äâå ÷èñëà ñà ÷åòíè è ïðîèçâåäåíèåòî ñå äåëè íà 16. Àêî q = 2 ïðîèçâåäåíèåòî

íå ñå äåëè íà 16.

Ïîëó÷àâàìå, ÷å çà äà áúäå èçïúëíåíî óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà òðÿáâà q ≤ 5. Îñòàâà äà ïðî-
âåðèì êîé îò òðèòå ìàêñèìóìà çà �èêñèðàíî q: 2

3 ,
3
5 è

5
7 å íàé-ãîëÿì. Îòãîâîð:

5
7 .

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 1ò. çà ðàçñúæäåíèÿòà ïî ìîäóë 3; 2ò. çà ðàçñúæäåíèÿòà ïî ìîäóë 5;

2ò. çà äåëèìîñòèòå íà ñòåïåí íà 2; 1 òî÷êà çà âåðåí îòãîâîð.

Çàäà÷à 9.3. Äàäåí å òðèúãúëíèê ABC ñ äúëæèíà íà ñòðàíèòå BC, CA è AB ñúîòâåòíî

a, b, c, êàòî 2b = a + c. Íåêà O è J ñà ñúîòâåòíî öåíòðîâåòå íà îïèñàíàòà è âïèñàíàòà çà

òðèúãúëíèêà îêðúæíîñòè. Äà ñå äîêàæå, ÷å ïðàâèòå OJ è BJ ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè.

�åøåíèå. Íåêà BB1 å úãëîïîëîâÿùà íà ∡ABC è B1 ëåæè íà AC. Çíàåì ÷å BB2
1 = AB.AC−

AB1.B1C. Èìàìå ñúùî CB1 = ab
a+c

= ab
2b = a

2 è àíàëîãè÷íî AB1 = c
2 . Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å

BB1 =
√

ac− ac
4 =

√
3ac
2 .

Îò ñâîéñòâàòà íà úãëîïîëîâÿùàòà çà òðèúãúëíèê CBB1 èìàìå B1J : JB = B1C : CB = 1 : 2
è çíà÷è 3B1J = BB1.

Íåêà BB1 ïðåñè÷à îïèñàíàòà îêðúæíîñò â òî÷êà J ′
. Òîãàâà îò ñâîéñòâàòà íà õîðäèòå èìàìå

AB1.B1C = J ′B1.B1B. Èëè:

ac

4
=

√
3ab

2
.J ′B1

Îò òóê J ′B1 =
√
3ab
6 = 1

3BB1. Íî òîãàâà çíà÷è B1J = B1J
′
è ñëåäîâàòåëíî JJ ′ = BJ . J å

ñðåäà íà õîðäà è çíà÷è OJ ⊥ BJ .

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 2ò. çà èçðàçÿâàíå íà BB1; 2ò. çà B1J ; 2ò. çà J ′B1; 1ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 9.4. 11 òî÷êè ñà ðàçïîëîæåíè íà ðàâíè ðàçñòîÿíèÿ ïî îêðúæíîñò. Ïðåêàðàíè ñà

íÿêîëêî îòñå÷êè, ñ êðàèùà äàäåíèòå òî÷êè. Îòñå÷êèòå ñà îöâåòåíè â äâà öâÿòà òàêà, ÷å

âñÿêà îòñå÷êà ïðåñè÷à âúâ âúòðåøíà çà íåÿ òî÷êà íå ïîâå÷å îò åäíà îòñå÷êà îò ñúùèÿ öâÿò.

Äà ñå îïðåäåëè êîëêî íàé-ìíîãî ìîãàò äà áúäàò ïðåêàðàíèòå îòñå÷êè.

�åøåíèå. Ïúðâî ùå äîêàæåì, ÷å ìàêñèìàëíèÿò áðîé îòñå÷êè â åäèí öâÿò, òàêèâà, ÷å âñÿêà

îò òÿõ ïðåñè÷à íå ïîâå÷å îò åäíà îò îñòàíàëèòå å 23. Íåêà P å áðîÿò íà îòñå÷êèòå, êîèòî

íå ïðåñè÷àò íèòî åäíà îò îòñå÷êèòå è íåêà Q å áðîÿò íà îòñå÷êèòå, êîèòî ïðåñè÷àò òî÷íî

åäíà îò îñòàíàëèòå. Òîãàâà

P +
Q

2

íå íàäâèøàâà áðîÿò íà îòñå÷êèòå â íÿêîÿ òðèàíãóëàöèÿ íà òî÷êèòå, êîéòî å âèíàãè

9.3− 11

2
+ 11 = 19,
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òúé êàòî âñÿêà òðèàíãóëàöèÿ â 11-úãúëíèêà å ñúñòàâåíà îò 9 òðèúãúëíèêà è âñÿêà îòñå÷êà,

êîÿòî íå å ïî èçïúêíàëàòà îáâèâêà ó÷àñòâà â 2 òðèúãúëíèêà. Îòòóê

P +Q = P +
Q

2
+

Q

2
≤ 19 +

Q

2
,

êîåòî äîñòèãà íàé-ãîëÿìà ñòîéíîñò êîãàòî Q å âúçìîæíî íàé-ãîëÿìî. Âñÿêà äâîéêà ïðå-

ñè÷àùè ñå îòñå÷êè, îáðàçóâà èçïúêíàë ÷åòèðèúãúëíèê, êîéòî íå ñå ïðåñè÷à îò íèêîÿ îò

îñòàíàëèòå îòñå÷êè (â ïðîòèâåí ñëó÷àé íÿêîÿ îò äâåòå îòñå÷êè, êîèòî ñà äèàãîíàëè â ÷åòè-

ðèúãúëíèêà ùå ñå ïðåñè÷à ñ ïîíå äâå äðóãè). Òàêúâ ÷åòèðèúãúëíèê ùå íàðè÷àìå íåçàâèñèì.

Ñóìàòà îò úãëèòå íà 11-úãúëíèêà å

(11− 2).180o = 180o + 4.360o

ò.å. áðîÿò íà íåçàâèñèìèòå ÷åòèðèúãúëíèöè å íå ïîâå÷å îò 4. Îòêúäåòî è

Q ≤ 4.

Òàêà áðîÿò íà îòñå÷êèòå â 11-úãúëíèêà òàêà, ÷å âñÿêà îò òÿõ ïðåñè÷à íå ïîâå÷å îò 1 îò

îñòàíàëèòå å 19+4=23.

Îòòóê ìàêñèìàëíèÿò áðîé îòñå÷êè îò åäèí îò öâåòîâåòå,

êîèòî ñà âúâ âúòðåøíîñòòà íà ìíîãîúãúëíèêà å 23-11=12.

Îáùèÿ áðîé íà îòñå÷êèòå â äâàòà öâÿòà íå íàäâèøàâà

2.12 + 11 = 35.

Ïðèìåð. Íåêà ïîñòàâèì òî÷êèòå â êîîðäèíàòíà ñèñòåìà è

äâàòà öâÿòà ñà ñèí è îðàíæåâ. Íåêà äà íîìåðèðàìå òî÷-

êèòå ñ 1,2,3,...,11 è äà ãè ñâúðæåì êàêòî å ïîêàçàíî. Ïðà-

âèòå, êîèòî ñúäúðæàò ñèíèòå îòñå÷êè ñà ñ ïîëîæèòåëåí

íàêëîí ñïðÿìî àáñöèñàòà, à îðàíæåâèòå - ñ îòðèöàòåëåí:

Îòñå÷êèòå ïî èçïúêíàëàòà îáâèâêà ìîæå äà ñà è â äâàòà

öâÿòà.

1
2

3

4

5

67

8

9

10

11

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 2 òî÷êè çà îãðàíè÷àâàíåòî íà P +
Q

2
îò òðèàíãóëàöèÿ; 1 òî÷êà çà

áðîé íà îòñå÷êè â òðèàíãóëàöèÿ; 2 òî÷êè çà Q ≤ 4; 2 òî÷êè çà ïðèìåð.

Çàáåëåæêà. Çàäà÷àòà ìîæå äà ñå îáîáùè çà ïðîèçâîëåí áðîé òî÷êè, êàòî çà íå÷åòåí áðîé

� 2n+1 òúðñåíèÿò áðîé å 8n-5. Çà ÷åòåí áðîé � 2n, òúðñåíèÿò áðîé å 8n-8. Ïðèìåðúò ñå

ïîñòðîÿâà ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí.

Çàäà÷à 10.1. Äà ñå ïðåñìåòíå A2024, êúäåòî

An = 1 · 2 + 3 · 4 + 5 · 8 + · · ·+ (2n− 1) · 2n.
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�åøåíèå. Òúé êàòî

2An = 1 · 4 + 3 · 8 + · · ·+ (2n − 3) · 2n + (2n− 1) · 2n+1,

òî

An = 2An −An = (2n− 1) · 2n+1 − (1 · 2 + 2 · 4 + 2 · 8 + · · ·+ 2 · 2n)
= (2n− 1) · 2n+1 − 2 · (2 + 4 + 8 + · · · + 2n) + 1 · 2

= (2n− 1) · 2n+1 − 2 · 2 · 2
n − 1

2− 1
+ 2 = (2n − 3) · 2n+1 + 6.

Ñëåäîâàòåëíî A2024 = 4045 · 22025 + 6.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 2ò. çà ïðåñìÿòàíåòî íà 2An; 1ò. çà èçðàçÿâàíåòî An = 2An −An; 2ò.

çà ïðåñìÿòàíå íà ãåîìåòðè÷íàòà ïðîãðåñèÿ è èçðàçÿâàíå íà An â çàòâîðåíà �îðìà; 1ò. çà

äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 10.2. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè åñòåñòâåíè ÷èñëà k, çà êîèòî ñúùåñòâóâàò åñòåñòâåíè

÷èñëà x, y, òàêèâà ÷å ÷èñëîòî
xky

x2 + y2
å ïðîñòî.

�åøåíèå. Íåêà d = (x, y) å íàé-ãîëåìèÿò îáù äåëèòåë íà ÷èñëàòà x è y. Òîãàâà, x = dx1,
y = dy1, êúäåòî x1, y1 ñà åñòåñòâåíè è âçàèìíî ïðîñòè. Èçðàçúò â óñëîâèåòî ñå ïðåðàáîòâà

äî

A(x, y) =
dk−1

x21 + y21
xk1y1 = p,

êúäåòî èñêàìå p äà å ïðîñòî. Íî

(

xk1, x
2
1 + y21

)

=
(

x
min(k,2)
1 , y21

)

= 1 =
(

x21, y1
)

=
(

y1, x
2
1 + y21

)

,

ò.å., xk1y1 å âçàèìíî ïðîñòî ñ x21 + y21 è çà äà áúäå p öÿëî å íåîáõîäèìî x21 + y21 | dk−1
. Òúé

êàòî x21 + y21 ≥ 2, òî k ≥ 2. Îñâåí òîâà, àêî x1 > 1, òî ñúùåñòâóâà íåãîâ ïðîñò äåëèòåë q
è qk | p, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðîñòîòàòà íà p. Ñëåäîâàòåëíî, çà äà áúäå p ïðîñòî öÿëî

÷èñëî å íåîáõîäèìî äà ñìå â åäèí îò ñëåäíèòå äâà ñöåíàðèÿ: åäíîâðåìåííî äà ñà èçïúëíåíè

1) x1 = 1, y1 = p è x21 + y21 = dk−1; èëè 2) x1 = 1, y1 = 1 è p · (x21 + y21) = dk−1.

Ïúðâèÿò ñöåíàðèé âîäè äî dk−1 = p2+1. Äèðåêòíà ïðîâåðêà ïîêàçâà, ÷å çà p = 2, 22+1 = 5
íå å ñòåïåí íà åñòåñòâåíî ÷èñëî, à çà p > 2, 2 | p2 + 1, íî 4 ∤ p2 + 1. Ñëåäîâàòåëíî, k > 2 íå
âîäè äî ðåøåíèå òóê. Ïðè k = 2, çà ïðîèçâîëíî ïðîñòî p äâîéêàòà (x, y) =

(

p2 + 1, p(p2 + 1)
)

âîäè äî A(x, y) = p è èçïúëíÿâà óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà. Ñëåäîâàòåëíî, k = 2 å ðåøåíèå.
Âòîðèÿò ñöåíàðèé âîäè äî 2 · p = dk−1

, ÷èåòî åäèíñòâåíî ðåøåíèå å p = 2 è k = 3. Â òîçè

ñëó÷àé åäèíñòâåíî äâîéêàòà (x, y) = (2, 2) âîäè äî A(x, y) = 2 è èçïúëíÿâà óñëîâèåòî íà

çàäà÷àòà.
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Îêîí÷àòåëíî, âñè÷êè ðåøåíèÿ ñà k ∈ {2, 3}, êàòî ïðè k = 2 A(x, y) ìîæå äà ïðèåìå ïðîèç-
âîëíà ïðîñòà ñòîéíîñò, äîêàòî ïðè k = 3 åäèíñòâåíîòî ïðîñòî A(x, y) å A(2, 2) = 2.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) Ïî 1ò. çà îïðåäåëÿíå âñåêè îò äâàòà ñöåíàðèÿ; ïî 2ò. çà ïúëíîòî

ðåøàâàíå íà âñåêè îò òÿõ.

Çàäà÷à 10.3. Âïèñàíàòà îêðúæíîñò â △ABC (AC 6= BC) ñå äîïèðà äî ñòðàíèòå ìó AB,
BC è CA â òî÷êèòå D, E è F ñúîòâåòíî. Íåêà P å ïåòàòà íà ïåðïåíäèêóëÿðà îò D êúì EF
(P ∈ EF ). Àêî îïèñàíèòå îêðúæíîñòè îêîëî △ABC è △EFC ñå ïðåñè÷àò çà âòîðè ïúò â

òî÷êà Q, äà ñå äîêàæå, ÷å ∡PQC = 90◦.
�åøåíèå. Îò �àêòà, ÷å C ëåæè íà îïèñàíàòà îêîëî

△FEQ îêðúæíîñò è CE = CF ñëåäâà, ÷å CQ å âúíøíà

úãëîïîëîâÿùà çà �FQE è îñòàâà äà äîêàæåì, ÷å QP å

úãëîïîëîâÿùà íà �FQE, ò.å. QF : QE = FP : PE.
Îò �QFC = �QEC è �QAC = �QBC ñëåäâà, ÷å

△QFA ∼ △QEB, ò.å.

QF : QE = AF : BE = AD : BD.

Íåêà I å öåíòúðúò íà âïèñàíàòà â △ABC îêðúæíîñò k
è ïðàâàòà DP ïðåñè÷à çà âòîðè ïúò k â òî÷êà R. Òîãàâà

�REF = �RDF = 90◦−�DFE = 90◦−�DIB = �IBA

b

A

b
C

b

B

bc

I

b
F

b

D

b E
b
P

b

b
Q

b

b
R

è àíàëîãè÷íî �RFE = �IAB, ò.å. △FER ∼ △ABI. Íî RP ⊥ EF , ID ⊥ AB, ò.å. P è D ñà

ñúîòâåòíè åëåìåíòè â ïîäîáíè òðèúãúëíèöè è FP : PE = AD : BD, ñ êîåòî äîêàçàòåëñòâîòî
å çàâúðøåíî

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 2 ò. çà ñâåæäàíå íà çàäà÷àòà äî QF : QE = FP : PE; 2 ò. çà

QF : QE = AD : BD; 3 ò. çà FP : PE = AD : BD.

Çàäà÷à 10.4. Äàäåíî å åñòåñòâåíî ÷èñëî n ≥ 3. Äà ñå íàìåðè íàé-ìàëêîòî ðåàëíî ÷èñëî

k > 0 ñúñ ñëåäíîòî ñâîéñòâî: Àêî G å ñâúðçàí ãðà� ñ n âúðõà è m ðåáðà, òî âèíàãè å

âúçìîæíî äà èçòðèåì íå ïîâå÷å îò k ·
(

m−
[n

2

])

ðåáðà, òàêà ÷å âúðõîâåòå äà ìîãàò äà ñå

îöâåòÿò â äâà öâÿòà è âñÿêî íåèçòðèòî ðåáðî äà èìà ðàçíîöâåòíè âúðõîâå.

Îòãîâîð. k = 1/2 çà âñÿêî n.

�åøåíèå. Ëåìà: Íåêà G å ñâúðçàí ãðà� ñ ïîíå 3 âúðõà. Òîãàâà èëè ñúùåñòâóâàò äâà âúðõà,

ñâúðçàíè ñ ðåáðî, ïðåìàõâàíåòî íà êîèòî (çàåäíî ñ ðåáðàòà, èçëèçàùè îò òÿõ) îñòàâÿ G
ñâúðçàí, èëè ñúùåñòâóâàò äâà âúðõà îò ñòåïåí 1 (ò.å., �ëèñòà�).

Äîêàçàòåëñòâî: Äà ðàçãëåäàìå ïðîèçâîëíî �ïîêðèâàùî äúðâî� íà G è äà âçåìåì çà íåãîâ

�êîðåí� ïðîèçâîëåí âðúõ, êîéòî íå å �ëèñòî�. Íåêà v å íàé-îòäàëå÷åíèÿ âðúõ îò �êîðåíà�, à

u å �ïðåäøåñòâåíèêà� ìó. Íåêà v1, v2, . . . , vk ñà �íàñëåäíèöèòå� íà u. ßñíî å, ÷å òå âñè÷êè ñà
ëèñòà â äúðâîòî.

1 ñë. Èçìåæäó v1, v2, . . . , vk èìà äâà âúðõà, ñâúðçàíè ñ ðåáðî â G. Òîãàâà ïðåìàõâàíåòî íà
òåçè äâà âúðõà îñòàâÿ äúðâîòî (à çíà÷è è G) ñâúðçàíî.
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2 ñë. Èçìåæäó v1, v2, . . . , vk èìà äâà âúðõà, êîèòî ñà ëèñòà â G. Òîãàâà â èçõîäíèÿ ãðà�

íàèñòèíà èìà ïîíå äâå ëèñòà.

3 ñë. Èçìåæäó v1, v2, . . . , vk èìà íå ïîâå÷å îò åäèí âðúõ, êîéòî å ëèñòî â G (á.î.î., íåêà òîâà

å v1). Òîãàâà äà �ñâúðæåì� âñåêè îò v2, . . . , vk ñ ïðîèçâîëåí âðúõ â G, ðàçëè÷åí îò u (òàêèâà

âúðõîâå èìà, êàòî íèêîå îò òåçè �ñâúðçâàùè� ðåáðà íå å ÷àñò îò ïîêðèâàùîòî äúðâî, ïîðàäè

åêñòðåìàëíèÿ èçáîð íà u, ò.å., âñÿêî îò òÿõ å ÷àñò îò öèêúë, âñè÷êè îñòàíàëè ðåáðà íà êîéòî
ñà îò ïîêðèâàùîòî äúðâî). Ñåãà ìîæåì äà ïðåìàõíåì u è v1 è îòíîâî ùå èìàìå ïîêðèâàùî
äúðâî, à çíà÷è G îñòàâà ñâúðçàí.

Ñ òîâà ëåìàòà å äîêàçàíà. Ñ íåéíà ïîìîù ëåñíî ìîæåì äà äîêàæåì ñëåäíîòî

Òâúðäåíèå: Íåêà G å ñâúðçàí ãðà� ñ n ≥ 2 âúðõà. Òîãàâà ìîæåì äà îöâåòèì âúðõîâåòå

ìó â äâà öâÿòà, òàêà ÷å àêî x è y ñà ñúîòâåòíî áðîÿ íà �ðàçíîöâåòíèòå� è �åäíîöâåòíèòå�

ðåáðà, òî x− y ≥
[n

2

]

.

Äîêàçàòåëñòâî: Ïðè n = 2, 3 òâúðäåíèåòî ñå ïðîâåðÿâà íåïîñðåäñòâåíî. Íåêà n ≥ 4 è G
å ñâúðçàí ãðà� ñ n âúðõà. Íåêà u è v ñà äâàòà âúðõà îò Ëåìàòà. �Ïðåìàõâàìå� u è v è

îöâåòÿâàìå G\{u, v} ñúãëàñíî èíäóêöèîííàòà õèïîòåçà. Ñåãà íå å òðóäíî äà ñå ñúîáðàçè, ÷å
ìîæåì äà îöâåòèì u∪ v òàêà, ÷å ðàçãëåæäàíàòà ðàçëèêà äà ñå óâåëè÷è ïîíå ñ 1. Íàèñòèíà,
òîâà å ÿñíî, àêî u è v ñà ëèñòà, à â ïðîòèâåí ñëó÷àé, ðàçãëåæäàéêè ÷åòíîñòòà íà áðîÿ

ñúñåäè íà u ∪ v â G \ {u, v}, âèæäàìå ÷å âèíàãè èìà òàêúâ íà÷èí. Òâúðäåíèåòî å äîêàçàíî

ïî èíäóêöèÿ.

Íåêà ñåãà ðàçãëåäàìå ïðîèçâîëåí ñâúðçàí ãðà� G ñ n ≥ 3 âúðõà è m ðåáðà. �Îöâåòÿâàìå�

ãî ñúãëàñíî Òâúðäåíèåòî: èìàìå x− y ≥
[n

2

]

; x+ y = m, ñëåäîâàòåëíî

y ≤ 1

2
·
(

m−
[n

2

])

è èçòðèâàíåòî íà y ðåáðà óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî. Òàêà, ïîëó÷èõìå k ≤ 1
2 .

Çà äà ïîêàæåì, ÷å k ≥ 1
2 íåêà ðàçãëåäàìå ïúëíèÿ ãðà� ñ n âúðõà. Íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî

óñëîâèå çà äà èìàìå îöâåòÿâàíåòî îò óñëîâèåòî å, ïîëó÷åíèÿ ñëåä èçòðèâàíåòî íà ðåáðàòà

ãðà� äà å äâóäåëåí. Íàèñòèíà, â ãðà�à íå òðÿáâà äà èìà öèêëè ñ íå÷åòíà äúëæèíà, êîåòî

å åêâèâàëåíòíî íà ãîðíîòî.

1 ñë. n = 2n1, n1 ≥ 2. Òîãàâà m =
(

n
2

)

. Çà äîñàòèãàíå äî äâóäåëåí ãðà�, òðÿáâà äà èçòðèåì

âñè÷êè ðåáðà âúâ âñÿêà îò äâåòå ãðóïè âúðõîâå, êàòî áðîÿ èçòðèòè ðåáðà å ìèíèìàëåí,

êîãàòî äâåòå ãðóïè ñà ðàâíîìîùíè è ñúäúðæàò ïî n1 âúðõà. Òàêà, òðÿáâà äà èçòðèåì ïîíå

(

n1

2

)

+

(

n1

2

)

= n2
1 − n1

ðåáðà. Îòòóê

n2
1 − n1 ≤ k ·

((

2n1

2

)

−
[

2n1

2

])

= k ·
(

2n1(2n1 − 1)

2
− n1

)

=⇒ k ≥ 1

2
.

2 ñë. n = 2n1 + 1, n1 ≥ 1. Àíàëîãè÷íî, òóê òðÿáâà äà èçòðèåì ïîíå

(

n1 + 1

2

)

+

(

n1

2

)

= n2
1
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ðåáðà è îòíîâî

n2
1 ≤ k ·

((

2n1 + 1

2

)

−
[

2n1 + 1

2

])

= k ·
(

2n1(2n1 + 1)

2
− n1

)

=⇒ k ≥ 1

2
.

Çàäà÷àòà å ðåøåíà.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 5ò. çà k ≤ 1/2, îò êîèòî 3ò. çà Ëåìàòà, 1ò. çà Òâúðäåíèåòî è 1ò. çà

êîíñòðóêöèÿ íà îöâåòÿâàíåòî; 2ò. çà k ≥ 1/2.

Çàäà÷à 11.1. Ïúðâèÿò, ñåäìèÿò è ñåäåìíàäåñåòèÿò ÷ëåíîâå íà àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ ñà

ðàçëè÷íè è ñà ïîñëåäîâàòåëíè ÷ëåíîâå íà ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñèÿ. Äà ñå íàìåðè ðàçëèêàòà

íà àðèòìåòè÷íàòà ïðîãðåñèÿ, àêî ïúðâèÿò �è ÷ëåí å ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî

x2 − 9x+ x
√
12− x− 9

√
12− x = 0.

�åøåíèå. Íåêà a1 è d ñà ñúîòâåòíî ïúðâèÿò ÷ëåí è ðàçëèêàòà íà àðèòìåòè÷íàòà ïðîãðåñèÿ.
Îò óñëîâèåòî a1, a1 + 6d è a1 + 16d ñà ïîñëåäîâàòåëíè ÷ëåíîâå íà ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñèÿ,

ò. å.

(a1 + 6d)2 = a1.(a1 + 16d) ⇐⇒ d.(a1 − 9d) = 0.

Òúé êàòî d 6= 0, òî ïîëó÷àâàìå, ÷å a1 = 9d. Îñâåí òîâà èìàìå (x − 9)(x +
√
12− x) = 0 è

x ≤ 12. Òîãàâà x = 9 èëè

√
12− x = −x, ò.å. x2 + x − 12 = 0 è x ≤ 0, îòêúäåòî x = −4.

Òîãàâà a1 = 9 è a1 = −4, êàòî ñúîòâåòíî d = 1 è d = −4

9
.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 2ò. çà èçâîäà a1 = 9d; 3ò. çà íàìèðàíå íà x = a1 = 9 è x = a1 = −4

è 1ò. ñúîòâåòíî çà d = 1 è d = −4

9
.

Çàäà÷à 11.2. Òî÷êèòå P , Q è R ñà îò ñòðàíèòå AB, BC è AC íà △ABC. Àêî îòñå÷êèòå
AQ, BR è CP ñå ïðåñè÷àò â åäíà òî÷êà è ∡APR = ∡BPQ, äà ñå äîêàæå, ÷å CP ⊥ AB.

�åøåíèå. Íåêà X è Y ñà ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà PR è PQ ñ ïðàâàòà ïðåç C, óñïîðåäíà íà

AB. Îò ïîäîáèÿòà △CXR ∼ △APR è △CQY ∼ △BQP ïîëó÷àâàìå, ÷å

CX

AP
=

CR

RE
è

CY

BP
=

CQ

QB
.

Ñëåäîâàòåëíî CX =
AP.CR

RE
è CY =

CQ.BP

QB
. Îò òåîðåìàòà íà ×åâà èìàìå

AP

PB
.
BQ

QC
.
CR

RA
= 1

îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å CX = CY . Îò äðóãà ñòðàíà △PXY å ðàâíîáåäðåí ïîðàäè ∡PXY =
∡APR = ∡BPQ = ∡PY C. Òúé êàòî PC å ìåäèàíà â ðàâíîáåäðåíèÿ òðèúãúëíèê, ïîëó÷à-

âàìå CP ⊥ AB.
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Êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå: (6 òî÷êè) 1 òî÷êà çà ðàçãëåæäàíå íà òî÷êèòå X è Y ; 3 òî÷êè
çà PX = PY ; 2 òî÷êè çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 11.3. Äàäåíî å ðàöèîíàëíî ÷èñëî q > 3 òàêîâà, ÷å q2 − 4 å êâàäðàò íà ðàöèîíàëíî
÷èñëî. �åäèöàòà {ai}∞i=0 å äå�èíèðàíà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

a0 = 2, a1 = q, ai+1 = qai − ai−1, çà âñÿêî i = 1, 2, . . .

Ñúùåñòâóâàò ëè åñòåñòâåíî ÷èñëî n è íåíóëåâè öåëè ÷èñëà b0, b1, . . . , bn ñúñ ñáîð 0 òàêèâà,

÷å àêî çàïèøåì ÷èñëîòî b0a0+b1a1+ · · ·+bnan âúâ âèäà
A

B
, êúäåòî A è B ñà âçàèìíîïðîñòè

öåëè ÷èñëà, òî A íå ñå äåëè íà êâàäðàò íà ïðîñòî ÷èñëî.

�åøåíèå. Ùå äîêàæåì, ÷å òàêèâà ÷èñëà íå ñúùåñòâóâàò.

Êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå x2−qx+1 = 0 èìà äâà ðàöèîíàëíè êîðåíà t è
1

t
, çà êîèòî t+

1

t
= q.

Ïî èíäóêöèÿ ëåñíî ñëåäâà, ÷å am = tm +
1

tm
. Äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâàò öåëè ÷èñëà

b0, b1, . . . , bn óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà.

Ëåìà. Íåêà f(x) = cnx
n + cn−1x

n−1 + · · ·+ c1x+ c0 å ïîëèíîì ñ íåíóëåâè öåëè êîå�èöèåíòè

çà êîèòî cn−k = ck çà âñÿêî k = 0, 1, . . . , n è

n
∑

i=0

ci = 0. Òîãàâà f(x) = (x − 1)2g(x), êúäåòî

g(x) å ïîëèíîì ñ öåëè êîå�èöèåíòè.

Äîêàçàòåëñòâî: Îò óñëîâèåòî èìàìå, ÷å f(1) = 0. Òúé êàòî

f ′(x) = ncnx
n−1 + (n− 1)cn−1x

n−2 + · · ·+ c1,

òî

2f ′(1) = (ncn+(n−1)cn−1+· · ·+c1)+(nc0+(n−1)c1+· · ·+cn−1) = n(cn+cn−1+· · ·+c1+c0) = 0

è ñëåäîâàòåëíî x = 1 å äâîåí êîðåí. Ëåìàòà å äîêàçàíà.

Ïîëèíîìúò f(x) = bnx
2n+bn−1x

2n−1+ · · ·+b1x
n+1+2b0x

n+b1x
n−1+b2x

n−2+ · · ·+bn−1x+bn.
èçïúëíÿâà óñëîâèÿòà íà ëåìàòà. Íå å òðóäíî äà ñå âèäè, ÷å

tn
(

bn

(

tn +
1

tn

)

+ bn−1

(

tn−1 +
1

tn−1

)

+ · · ·+ 2b0

)

= f(t) = (t− 1)2g(t).

Îñâåí òîâà, àêî t =
r

s
, (r, s) = 1, òî îò

r

s
+

s

r
= q > 3 ëåñíî ñëåäâà, ÷å r ≥ s+2, ò.å. r−s ≥ 2.

Òîãàâà g
(r

s

)

å ÷èñëî îò âèäà

l

s2n−2
.

Îêîí÷àòåëíî b0a0 + b1a1 + · · · + bnan ñå ïðåäñòàâÿ âúâ âèäà

(r − s)2.l

rn.sn
è ïîíåæå ÷èñëîòî

r− s ≥ 2 è (r− s, r) = (r− s, s) = 1, òî ÷èñëèòåëÿò âèíàãè ùå ñå äåëè íà êâàäðàò íà ïðîñòî
÷èñëî.
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Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 2ò. çà am = tm +
1

tm
; 3ò. çà ëåìàòà; 2ò. çà äîâúðøâàíå íà ðåøåíèåòî.

Çàäà÷à 11.4. Ñòðàíèòå è äèàãîíàëèòå íà ïðàâèëåí n-úãúëíèê ñà îöâåòåíè â k ≥ 3 öâÿòà.
Çà âñåêè öâÿò i ìåæäó âñåêè äâà âúðõà íà ìíîãîúãúëíèêà ñúùåñòâóâà ïúò, ñúñòàâåí ñàìî

îò îòñå÷êè îò öâÿò i. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñúùåñòâóâàò òðè âúðõà íà ìíîãîúãúëíèêà A, B è C
òàêèâà, ÷å îòñå÷êèòå AB, BC è AC ñà ðàçíîöâåòíè.

�åøåíèå. Òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å â ïúëåí ãðà� ñ n âúðõà è k öâÿòà, êúäåòî èíäóöèðàíèÿ

ãðà� ïî âñåêè öâÿò å ñâúðçàí, ñúùåñòâóâà ðàçíîöâåòåí òðèúãúëíèê. Äà îçíà÷èì öâåòîâåòå

ñ 1, 2, 3, . . . , k è äà ïðåîöâåòèì âñè÷êè ðåáðà, êîèòî ñà â íÿêîé îò öâåòîâåòå 4, 5, . . . , k â öâÿò
3. Íîâèÿò ãðà� èçïúëíÿâà óñëîâèåòî çà ñâúðçàíîñò ïî âñåêè öâÿò è àêî çà íåãî èìà ðàç-

íîöâåòåí òðèúãúëíèê, òî ñúùèÿ òðèúãúëíèê â íà÷àëíèÿ ãðà� ñúùî ùå áúäå ðàçíîöâåòåí.

Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å k = 3.
Äà äîïóñíåì, ÷å òâúðäåíèåòî íå å âÿðíî çà ãðà� G, êàòî ìîæåì äà èçáåðåì G äà èìà ìèíè-

ìàëåí áðîé âúðõîâå. Îò ìèíèìàëíîñòòà íà G ñëåäâà, ÷å ñëåä ïðåìàõâàíåòî íà ïðîèçâîëåí

âðúõ, íîâèÿò ãðà� íÿìà äà áúäå ñâúðçàí ïî íÿêîé îò öâåòîâåòå è íåêà òîâà å öâÿò 1. Äà

îçíà÷èì ñ G1, G2, . . . , Gt êîìïîíåíòèòå íà ñâúðçàíîñò ïî öâÿò 1 ñëåä èçòðèâàíå íà âðúõ A.
Òúé êàòî G å ñâúðçàí ïî öâÿò 1, òî ñúùåñòâóâàò Ai ∈ Gi çà êîèòî AAi å â öâÿò 1. Îòñå÷êàòà

A1A2 íå å â öâÿò 1, çàùîòî G1 è G2 ñà ðàçëè÷íè êîìïîíåíòè íà ñâúðçàíîñò. Íåêà òÿ å â

öâÿò 2. Àêî A1B å îòñå÷êà ñ öâÿò 1 îò G1, òî îòñå÷êàòà A2B íå ìîæå äà å îò öâÿò 1, çàùîòî

G1 è G2 ñà ðàçëè÷íè êîìïîíåíòè íà ñâúðçàíîñò; íå ìîæå äà å îò öâÿò 3, çàùîòî òîãàâà

A1A2B e ðàçíîöâåòåí òðèúãúëíèê è ñëåäîâàòåëíî å îò öâÿò 2. Àíàëîãè÷íî ñå äîêàçâà, ÷å

âñè÷êè îòñå÷êè ìåæäó òî÷êèòå îò G1 è G2 ñà îò öâÿò 2. Ïîëó÷èõìå, ÷å âñè÷êè îòñå÷êè

ìåæäó âñåêè äâå êîìïîíåíòè íà ñâúðçàíîñò ñà èëè â öâÿò 2 èëè â öâÿò 3.

Ñåãà äà ðàçãëåäàìå îòñå÷êè AX è AY ñúîòâåòíî â öâÿò 2 è 3 (òàêèâà îòñå÷êè èìà, òúé êàòî

G å ñâúðçàí ïî âñåêè îò öâåòîâåòå). Áåç îãðàíè÷åíèå èìàìå ñëåäíèòå äâà ñëó÷àÿ:

1. X,Y ∈ G1, êàòî òîãàâà åäèíèÿò îò òðèúãúëíèöèòå AXA2 è AY A2 å ðàçíîöâåòåí.

2. X ∈ G1 è Y ∈ G2, êàòî òîãàâà åäèíèÿò îò òðèúãúëíèöèòå AXA2 è AY A1 å ðàçíîöâåòåí.

Ïîëó÷åíîòî ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçâà, ÷å çà âñåêè ãðà� ñ äàäåíèòå ñâîéñòâà ñúùåñòâóâà ðàç-

íîöâåòåí òðèúãúëíèê.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 1ò. çà ñâåæäàíå íà çàäà÷àòà äî òðè öâÿòà; 1ò. çà ðàçãëåæäàíå íà ìè-

íèìàëåí ãðà�; 1ò. çà íàáëþäåíèåòî, ÷å ñëåä ïðåìàõâàíå íà åäíà òî÷êà ãðà�úò íå å ñâúðçàí

ïî åäèí îò öâåòîâåòå; 2ò. çà íàáëþäåíèåòî, ÷å îòñå÷êèòå ìåæäó äâå êîìïîíåíòè ñà åäíîö-

âåòíè; 2ò. çà ïîëó÷àâàíå íà ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 12.1. Ìàðèÿ è Áèëÿíà èãðàÿò ñëåäíàòà èãðà. Ìàðèÿ ðàçïîëàãà ñ 2024, à Áèëÿíà
ñ 2023 ÷åñòíè ìîíåòè. Ìîíåòèòå ñå õâúðëÿò íà ñëó÷àåí ïðèíöèï - âåðîÿòíîñòòà çà âñÿêà

îòäåëíà ìîíåòà äà áúäå åçè ñëåä õâúðëÿíåòî å

1
2 . Ìàðèÿ ïå÷åëè, àêî ñðåä íåéíèòå ìîíåòè

èìà ñòðîãî ïîâå÷å åçèòà îòêîëêîòî ñðåä òåçè íà Áèëÿíà, à â ïðîòèâåí ñëó÷àé Áèëÿíà ïå÷åëè.

Êàêâà å âåðîÿòíîñòòà Ìàðèÿ äà ñïå÷åëè?

�åøåíèå. Íåêà p å âåðîÿòíîñòòà Ìàðèÿ äà èìà ïîâå÷å åçèòà îò Áèëÿíà ñëåä õâúðëÿíå íà

ïúðâèòå 2023 îò ìîíåòèòå íà Ìàðèÿ. Òîãàâà îò ñúîáðàæåíèÿ çà ñèìåòðèÿ âåðîÿòíîñòòà
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Ìàðèÿ äà èìà ïî-ìàëêî åçèòà îò Áèëÿíà å ñúùî p è ñëåäîâàòåëíî âåðîÿòíîñòòà Ìàðèÿ è

Áèëÿíà äà ñà õâúðëèëè ðàâåí áðîé åçèòà å 1−2p. Àêî Ìàðèÿ å õâúðëèëà ïî-ìàëêî åçèòà îò

Áèëÿíà äî òîçè ìîìåíò, âåðîÿòíîñòòà è äà ñïå÷åëè å 0(íåçàâèñèìî îò ïîñëåäíàòà ìîíåòà),
àêî å õâúðëèëà ñòîðãî ïîâå÷å åçèòà, âåðîÿòíîñòòà äà ñïå÷åëè å 1 (îòíîâî íåçàâèñèìî îò

ïîñëåäíàòà ìîíåòà), à àêî ñà õâúðëèëè ïî ðàâåí áðîé âåðîÿòíîñòòà äà ñïå÷åëè å

1
2(òóê

ïîñëåäíàòà ìîíåòà òðÿáâà äà å åçè çàäúëæèòåëíî).

Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å âåðîÿòíîñòòà Ìàðèÿ äà ñïå÷åëè å p+ 1−2p
2 = 1

2 .

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 1ò. çà ðàçãëåæäàíå íà ïúðâèòå 2023 ìîíåòè íà Ìàðèÿ; 3ò. çà ñúîá-
ðàæåíèåòî çà ñèìåòðèÿ; 2ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 12.2. Äàäåí å ðàçíîñòðàíåí è îñòðîúãúëåí △ABC ñ AC > BC. Íåêà òî÷êà P îò

âúòðåøíîñòòà íà △ABC å òàêàâà, ÷å ∡APB = 180◦ − ∡ACB è íåêà AP è BP ïðåñè÷àò

îòñå÷êèòå BC è AC â òî÷êèòå A1 è B1 ñúîòâåòíî. Íåêà M å ñðåäàòà íà A1B1, à îêðúæíîñ-
òèòå îïèñàíè îêîëî △ABC è △A1CB1 ñå ïðåñè÷àò çà âòîðè ïúò â òî÷êà Q. Äà ñå äîêàæå,
÷å ∡PQM = ∡BQA1.

�åøåíèå. Íåêà P ′
å ñèìåòðè÷íà íà P ñïðÿìî ñðåäàòà N íà AB. Òîãàâà èìàìå, ÷å AP ′BP å óñ-

ïîðåäíèê, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å AP ′BC å âïèñàí. Îòòóê ïîëó÷àâàìå, ÷å ∡AQP ′ = ∡ABP ′ =
∡BAP. Îò äðóãà ñòðàíà ∡AQP = ∡AQC −∡PQC = 180◦ −∡ABC −∡AA1B = ∡PAB, êú-
äåòî èçïîëçâàõìå, ÷å P ëåæè íà îïèñàíàòà îêîëî △A1B1C îêðúæíîñò. Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å

∡AQP ′ = ∡AQP, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å P,Q,P ′
ëåæàò íà åäíà ïðàâà, ò.å N ∈ PQ. Ñúùî èìà-

ìå, ÷å △AQB ∼ △B1QA1, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å ∡NQB = ∡MQA1 êàòî ñúîòâåòíè åëåìåíòè.

Ïîñëåäíîòî å åêâèâàëåíòíî íà ∡PQB = ∡MQA1, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å ∡PQM = ∡BQA1.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 1ò. çà ïîñòðîÿâàíå íà òî÷êà P ′
; 2ò. çà äîêàçâàíå, ÷å N ∈ PQ; 2ò. çà

△AQB ∼ △B1QA1; 1ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 12.3.Íåêà n ∈ N èA å íåïðàçíà �àìèëèÿ îò íåïðàçíè ïîäìíîæåñòâà íà {1, 2, . . . , n}
ñúñ ñëåäíîòî ñâîéñòâî � àêî A ∈ A è A ⊂ B ⊆ {1, 2, . . . , n}, òî B ∈ A. Äà ñå äîêàæå, ÷å

�óíêöèÿòà

f(x) :=
∑

A∈A
x|A|(1− x)n−|A|

å ñòðîãî ðàñòÿùà â èíòåðâàëà (0, 1).

�åøåíèå. (Ïúðâè íà÷èí)

Çà óäîáñòâî ùå íàðè÷àìå ñâîéñòâîòî íà A îò óñëîâèåòî ñâîéñòâî (P ). Çà ïðîèçâîëíà �à-

ìèëèÿ B îò ïîäìíîæåñòâà íà {1, 2, . . . , k} äà äå�èíèðàìå f(x,B, k) := ∑

A∈B
x|A|(1 − x)k−|A|.

Íåêà A0 := {A ⊆ {1, 2, , . . . , n−1} : A ∈ A} è A1 := {A ⊆ {1, 2, . . . , n−1} : A∪{n} ∈ A} è äà
çàáåëåæèì, ÷å A0 ⊆ A1, êàêòî è ÷å A0 è A1 ñúùî èìàò ñâîéñòâî (P ). Ñúùî òàêà èìàìå, ÷å

f(x,A, n) =
∑

A∈A0

x|A|(1− x)n−|A| +
∑

A∈A1

x|A|+1(1− x)n−|A|−1|

= (1− x)f(x,A0, n− 1) + xf(x,A1, n− 1).
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Ñåãà òâúðäåíèåòî ñëåäâà ñ èíäóêöèÿ ïî n. Çà n = 1 èìàìå, ÷å A = {1} è f(x,A, 1) = x
ñúîòâåòíî. Íåêà n ≥ 2. Äà äîïóñíåì, ÷å f(x,B, k) å ðàñòÿùà çà âñÿêî k ≤ n−1 è ïðîèçîâëíà
�àìèëèÿ B îò ïîäìíîæåñòâà íà {1, 2, . . . , k}, êîÿòî èìà ñâîéñòâîòî (P ). Òîãàâà èìàìå

f ′(x,A, n) = (1− x)f ′(x,A0, n− 1) + xf ′(x,A1, n− 1) + f(x,A1, n− 1)− f(x,A0, n− 1) > 0,

êîåòî ñëåäâà îò èíäóêöèîííàòà õèïîòåçà è îò f(x,A1, n − 1) − f(x,A0, n − 1) ≥ 0, çàùîòî
A0 ⊆ A1.
(Âòîðè íà÷èí)

Íåêà 0 < p < q < 1. Äà çàáåëåæèì, ÷å p∗ = q−p
1−p

∈ (0, 1). Êîíñòðóèðàìå ìíîæåñòâàòà X è Y
ïî ñëåäíèÿ íà÷èí : Çà âñåêè åëåìåíò i ∈ {1, 2, . . . , n} ñëàãàìå i âX ñ âåðîÿòíîñò p(íåçàâèñèìî
åäíî îò äðóãî), à çà âñåêè åëåìåíò j ∈ {1, 2, . . . , n}\X ïîñòàâÿìå j â Y ñ âåðîÿòíîñò p∗. Òîãàâà
P(x ∈ X∪Y ) = p+(1−p)p∗ = q. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å f(p) = P(X ∈ A), à f(q) = P(X∪Y ∈ A),
íî ò.ê A èìà ñâîéñòâîòî îò óñëîâèåòî èìàìå, ÷å X ⊆ X ∪ Y ⇒ f(p) < f(q).

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 1ò. çà èäåÿ çà èäíóêöèÿ ïî n; 1ò. çà äå�èíèðàíå íà A0 è A1; 1ò. çà
îòáåëÿçâàíå, ÷å A0 è A1 èìàò ñâîéñòâîòî (P ); 2ò. çà äîêàçâàíå íà ðåêóðåíòíàòà çàâèñèìîñò
çà f ; 2ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 12.4.Ùå íàðè÷àìå åäíî åñòåñòâåíî ÷èñëî m Ñïèðîâñêî, àêî ñúùåñòóâàò öåëè ÷èñëà

a, b, c, çà êîèòî m = a3 + 2b3 + 4c3 − 6abc. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ÷èñëî

n < 2024 òàêîâà, ÷å çà áåçáðîéíî ìíîãî ïðîñòè ÷èñëà p, ÷èñëîòî np e Ñïèðîâñêî.

�åøåíèå. Ëåìà. Íåêà p å ïðîñòî ÷èñëî, à a, b, c ∈ Z/pZ. Òîãàâà ñúùåñòâóâàò x, y, z ∈ Z
òàêèâà, ÷å |x|, |y|, |z| < 3

√
p, (x, y, z) 6= (0, 0, 0) è ax+ by + cz ≡ 0 (mod p).

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî M := {(x, y, z) : x, y, z ∈ {0, 1, . . . , ⌊ 3
√
p⌋}}.

Èìàìå, ÷å |M | > p, ò.å â M èìà äâà ðàçëè÷íè åëåìåíòà (x1, y1, z1) è (x2, y2, z2), çà êîèòî

ax1+ by1+ cz1 ≡ ax2+ by2+ cz2 (mod p). Òàêà (x1−x2, y1− y2, z1− z2) èçïúëíÿâà óñëîâèÿòà
îò ëåìàòà.

Íåêà ñåãà p ≡ 2 (mod 3). Òîãàâà ñðàâíåíèåòî x3 ≡ 2 (mod p) èìà ðåøåíèå a, ò.ê �óíêöèÿòà
x 7→ x3 å èíåêòèâíà â Z/pZ, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å å ñþðåêòèâíà. Åäèí íà÷èí äà ñå ïðîâåðè

òîâà å äà ñå âèäè, ÷å x3 ≡ 1 (mod p) èìà ñàìî 1 çà ðåøåíèå, ò.ê (3, p−1) = 1 è ñëåäîâàòåëíî
ïîêàçàòåëÿò íà x (mod p) å 1.
Îò ëåìàòà ñúùåñòâóâàò x, y, z ñ |x|, |y|, |z| < 3

√
p, çà êîèòî x+ ay + a2z ≡ 0 (mod p). Îòòóê

ïîëó÷àâàìå, ÷å x3+a3y3+a6z3−3a3xyz ≡ 0 (mod p).Ïîñëåäíîòî å åêâèâàëåíòíî íà x3+2y3+
4z3 − 6xyz ≡ 0 (mod p). Îò äðóãà ñòðàíà |x|, |y|, |z| < 3

√
p äàâà |x3 +2y3 +4z3 − 6xyz| < 13p.

Ñúùî òàêà äà çàáåëåæèì, ÷å àêî x3 + 2y3 + 4z3 − 6xyz < 0, òî òðîéêàòà (−x,−y,−z) ùå
äàäå åñòåñòâåíî ÷èñëî, äåëÿùî ñå íà p.
Îñòàíà äà îòáåëåæèì, ÷å x3+2y3+4z3−6xyz 6= 0. Íàèñòèíà, àêî x3+2y3+4z3−6xyz = 0, òî
èìàìå (x+ 3

√
2y+ 3

√
4z)((x− 3

√
2y)2+(x− 3

√
4z)2+( 3

√
2y− 3

√
4z)2) = 0, ò.å x = 3

√
2y = 3

√
4z èëè

x+ y 3
√
2 + z 3

√
4 = 0, ÷èèòî åäèíñòâåíè ðåøåíèÿ â öåëè ÷èñëà ñà (x, y, z) = (0, 0, 0) (ïúðâîòî

ñëåäâà ò.ê

3
√
2 å èðàöèîíàëíî, à âòîðîòî ñëåäâà îò �àêòà, ÷å x3− 2 å ìèíèìàëíèÿò ïîëèíîì

íà

3
√
2 íàä ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà).
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Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 2ò. çà ëåìàòà; 1ò. çà èçáîð íà ïðîñòî ÷èñëî p ≡ 2 (mod 3); 1ò. çà
äîêàçàòåëñòâî, ÷å

3
√
2 ñúùåñòâóâà ïî ìîäóë p; 1ò. çà äîêàçâàíå, ÷å ñúùåñòâóâà n ñ |n| < 13;

2ò. çà îòõâúðëÿíå íà ñëó÷àÿ n = 0.

Çàäà÷èòå ñà ïðåäëîæåíè îò: 8.1, 8.3 � Èâàéëî Êîðòåçîâ; 8.2, 8.4 � Ìèðîñëàâ Ìàðèíîâ;

9.1,10.1 � Íåäÿëêà Äèìèòðîâà; 9.2 � Êîíñòàíòèí Äåë÷åâ; 9.3 � Àíãåë �óøåâ; 9.4 � Ìëàäåí

Âúëêîâ; 10.2 � Êîíñòàíòèí Äåë÷åâ è Ñòàíèñëàâ Õàðèçàíîâ; 10.3 � Ñòîÿí Áîåâ; 10.4, 11.3 �

Àëåêñàíäúð Èâàíîâ; 11.1, 11.2 � Àäåëèíà ×îïàíîâà; 11.4 � Åìèë Êîëåâ; 12.1, 12.2, 12.3, 12.4

� Êðèñòèÿí Âàñèëåâ.
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