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1 - INTRODUCTION
Le présent article concerne le traitement simultané de deux
problémes qui apparaissent tout & fait indépendamment l'un de l'autre
dans la littérature combinatoire.

L'un de ces deux problémes est connu sous le nom de ''pro-
blé¢me de Simon Newcomb'', et s'énonce habituellement de la maniére
suivante. On se donne un paquet de cartes de n'importe quelle "spé -
cification'', c'est-a-dire composé de n'importe quelle maniére quant
aux hauteurs possibles 1, 2 ,.,., h des cartes (qui seules inter -
viennent dans le probléme), et l'on passe ces cartes en revue pour
les disposer en piles successives, de maniére 3 commencer une
nouvelle pile chaque fois qu'apparait une carte strictement moins
"haute'’ que celle qui la précéde. De combien de maniéres distinctes
peut-on ainsi obtenir un nombre donné r + 1 de piles ? Différentes
méthodes ont ét¢ utilisées pour résoudre ce probléme, c'est-a-dire
pour organiser le calcul du nombre demandé en fonction de 1'entier
non-négatif r et de la suite d'entiers positifs a; a, ... a, qui
définit la spécification du paquet. Voir notamment a ce sujet [5].

L'autre probléme, que nous appellerons pour la briéveté du
langage le "'probléme de Young', peut s'énoncer comme suit. On se
donne deux suites finies non-croissantes d'entiers non-négatifs (ou
suites de Young) Y = (y, y, ... ¥,) et Y' = (y y ... vy) , de
méme longueur h , et telles que Y majore Y' terme a terme
(au sens large). De combien de maniéres peut-on relier Y' a Y
par une ''chaine de Young", c'est-a-dire par une succession de suites

qui soient toutes de Young, et dont chacune s'obtienne & partir
de la précédente en ajoutant une unité a un seul terme ? Ce probléme
a €été résolu dans le cas particulier ol les -termes de Y' sont tous
nuls, d'une part par une formule analytique due a A, Young [7],

d'autre part par un algorithme mondme remarquablement élégant i’r@
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troduit par Frame, Robinson et Thrall[2]. Nous en avons donné une

solution dans le cas de Y' quelconque en exprimant le nombre
f(Y , Y') cherché a 1'aide d'un déterminant d'ordre h [3].

Or le probléme de Simon Newcomb et le probléme de Young
peuvent &tre fondus assez naturellement en un probléme unique plus
général. En effet si l'on se pose le probléme de Young & partir de
Y et Y', chacune des chalnes de suites de Young répondant aux
conditions du probléme comporte un certain nombre r (éventuelle -

ment nul) de "retours en arrié¢re' : nous appelons retour en arridre
le cas oU, en appelant U, V , W trois suites consécutives de la
chaine de Young Y' ... UVW ... Y, le terme a augmenter pour

passer de V a W soit d'indice strictement inférieur a celui du
terme a augmenter pour passer de U a V . Le nombre total
f(Y , Y') des chaines de Young reliant Y' a Y se décompose
ainsi en une somme

f(Y,Y‘):90+91+92+...+6r+..., (1)

dont chaque terme 8, dénombre celles d'entre elles qui comportent
r retours en arriere (bien entendu seuls un nombre fini d'entre les
9 peuvent &tre non nuls). Le probléme général est de calculer
8(Y , Y') connaissant r, Y et Y'.

I1 est aisé de voir que si 1'on sait résoudre ce probléme géné -
ral, on saura par 1a meme fournir aussi bien une solution du pro -
bléme de Young (par sommation des 8, par rapport a r) qu'une
solution du probléme ordinaire de Simon Newcomb. Celui-ci se pré -
sentera en effet, si on le pose avec la '"spécification" o a, ... a
simplement comme un cas particulier du probléme général : il suf-
fira par exemple de définir Y et Y' par :

Y=o o 4 + o,
y;=y2:a2+ +ah
(2)
1 - -
Nor 5% 74
y, =0

Dans ces conditions toute suite de h entiers majorant Y'
et majorée par Y sera ipso facto une suite de Young, et seule in-
terviendra dans le dénombrement la "condition de Simon Newcomb'
relative aux r retours en arriére (les indices jouant le rdéle des
"hauteurs" des cartes de la formulation traditionnelle)
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Pour aborder la résolution du probléme général, il sera com -
mode de considérer les suites Y' et Y , quitte & les prolonger
par des termes nuls, comme des éléments d'un treillis distributif
T (treillis de Young, cf [3]) ; ce treillis T est celui des suites
non-croissantes d'entiers non-négatifs qui sont illimitées mais de
somme finie, et dans lequel l'ordre partiel, noté > bien qu'il soit
réflexif, est celul de la majoration terme a terme (au sens large).

2 - SEGMENTS ET LIGNES POLYGONALES DANS LE TREILLIS
DE YOUNG

Etant donné dans T deux éléments distincts R et S tels
que S> R (ou R < S), nous appellerons par définition segment BS
l'ensemble des éléments X de T qui satisfont aux conditions
suivantes :

(i) R <X < S
(ii) i1 existe, dans l'ensemble N des entiers naturels, un
indice p tel que
i<p =% =5
i> P —m—mmXy =1y
Le segment RS posseéde les propriétés ci-aprés, dont la
vérification est aisée :

- R et S appartiennent au segment RS (pour R on
a p=1, et pour S on peutprendre p égal al'indice au-dessus
duquel les r, et s, sont tous nuls et par conséquent égaux).
-Si Yr,=p e Y s =0, le segment RS se
16N 1&n
compose de O~ p + 1 éléments distincts,

-Ne segment RS est totalement ordonné par la rela-
tion d'ordre du treillis T ; si on énumere les éléments du segment
dans l'ordre croissant, on passe de chacun' au suivant en augmentant

“d'une unité le terme qui a le plus petit indice possible,

Exemple : si R = (220) et S =(544), on a p =4 et o =13 ;
le segment RS est formé, dans l'ordre croissant, des 10 éléments
(220) (320) (420) (520) (530) (540) (541) (542) (543) (544).




On a enfin la propriété suivante, qui acheéve de justifier la déno-

mination de "segment" : st B’ et S sont distincts et si R' appartient
ou segment RS et S au segment R'S’, R' et S appartiennent tous deux au
segment RS'.

En effet, en vertu du (ii), si R'E€
un p tel que

segment RS , il existe

i<par =s (3)

i>par/ =r (4)
de méme si S € segment R' S', il existe un q tel que :

i< qa3as = s (5)

i>q=3s =71 (6)

En outre, ona R'< S, d'ol, pour tout i € N, s, > r; ;
et puisque S # R' il existe au moins un indice n pour lequel
ry < s Cet indice n ne pouvant &re ni< p par suite de (3)

ni > q par suite de (6), ona p<ns<gq, dol p<gq.

Montrons que R' € segment RS' (on opérerait de méme
pour S) . La condition (i) est satisfaite puisque R < R' < S < §'
Quant a la condition (ii), elle est satisfaite avec l'entier p . En
effet i< p==r' = s en vertu de (3), et puisque p< q ona
aussi i< p=>i<qg=>s, =s| envertude(5);dol i<p=>rf=s.

Et d'autre part i > p==r| = r, en vertu de (4).

La notion de segment une fois définie, considérons dans une
chaine de Young reliant Y' a Y trois suites consécutives UVW
et supposons que l'on ait dans ces suites v, =y + 1 et w =v, +1

Deux circonstances seulement peuvent se produire, comme il
est aisé de le voir :

1/ si j<i, il y a, "a l'occasion de V' , un retour en
arriére, et V n'appartient pas au segment UW

2/ si j» i, V ne donne pas lieu & un retour en arriére,
mais appartient par contre au segment UW .

Il en résulte que pour qu'une chaine de Young reliant Y' a Y donne
lieu exactement a4 r retours en arriére, et cela a l'occasion de
V, V, ... V. , il faut et il suffit que les suites de Young dont elle
se compose engendrent les r + 1 segments successifs Y'V, ,

Vi V, s oo, Vo V., V, Y, étant exclu que l'un de ces segments
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""prolonge' son prédécesseur (c'est-a-dire forme avec lui une réunion
qui se réduise & un segment unique). Nous dirons, tout naturelle -
ment, que ces segments constituent une ligne polygonale ¢ r + 1

¢dbtés, dont Y] V, , ..., V., Y sont les r + 2 sommets,

En d'autres termes, le nombre 0_(Y , Y') cherché est aussi
le nombre de manidres de définir une ligne polygonale reliant Y' &
Y et ayant exactement r + 1 c¢Btés, ou si l'on préfére r som-
mets intermédiaires entre Y' et Y .

3 - RESOLUTION DU PROBLEME GENERAL

Sous cette derniére forme, le probléme présente une parenté
étroite avec un autre probléme posé et résolu dans [3]. dont nous
nous contentons de rappeler ici 1'énoncé et le résultat final : étant
donné Y , Y' et r , combien y a-t-il, dans T , de r-chaines
reliant Y' a Y , c'est-a-dire de suites Z, Z, ... Z, telles que

Y'< Zy< Zy< . <2, <Y 7 (7)

La réponse a cette question est un entier w;(Y, Y') égal au
déterminant dont 1'élément général (ligne i, colonne j) est C:i'_j;j'".
Cette derniére notation désigne si 1l'on veut le coefficient de tt-i+r
dans le développement de (1 + t)7t7i*" pour [t]| > 1 ; elle a donc
un sens pour tout systéme de valeurs entiéres (de signe quelconque)
de ses indices supérieur et inférieur, et ce sens est celui du coef-
ficient binomial ordinaire lorsque 0 < i-j+r<y -yj+r . Il
y a lieu de noter que ce déterminant ne dépend pas de l'ordre h
avec lequel on le calcule, pourvu que h soit assez grand pour que
i>h ==y =y =0, pour toutes les justifications, nous ren-
voyons a [3].

Sil'lonsefixe Y et Y' avec Y'< Y , il existe entre les
nombres wrSY , Y') , que nous savons calculer, et les nombres
8:(Y , Y') , jque nous cherchons, une relation que nous pouvons
maintenant préciser. En effet dans une r-chaine telle que celle définie

_par (7), il peut se faire que pour aucun i 1'élément Z; n'appar-

tienne au segment Z, , Z,, (en posant Z, = Y' et Z, =7Y) ;
dans ce cas la r-chaine en question permet immédiatement de définir

une ligne polygonale a r + 1 c8tés reliant Y' a Y . S'il n'en

est pas ainsi, on peut 'nettoyer' la r-chaine (7), c'est-a-dire y
supprimer tous ceux des Z, (i =1, 2, ..., r) qui appartiennent a
un segment défini par deux autres d'entre eux. Si l'on peut ainsi
en supprimer A au plus, les r - A qui restent définissent une
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ligne polygonale P ayant exactement r - A + 1 cdtés ; le cas
extréme est celuioll A = r etod P se réduit au segment Y'Y .

Inversement, soit P une ligne polygonale de r - A +1 cotés
reliant Y' a Y . On peut & partir de P définir une r- chaine
3 laquelle appartiennent comme termes particuliers tous les sommets
de P : il est nécessaire et suffisant pour cela d'introduire arbi-
trairement A nouveaux éléments de T , distincts ou non, somnmets
de P ou non,mais dont chacun appartienne & un cdté de P , Or
la réunion des cotés de P se compose manifestement, si 12 Y=

et ¥ yy =0, de n-n'+1 élémentsde T ;onen déduit ai -

sément que les A nouveaux éléments peuvent &étre affectés aux
n~n' + 1 positions possibles de C:“:::M maniéres distinctes.
11 apparait finalement ainsi que, pour Y et Y' donnés, ona:
_ n-n n-n’ -n’
w, =8 + Cﬂ_qw1 g, +C q-r\'ozer-z + ...+ C::-n'*r 8 (8)

Ces relations se résolvent aisément par rapport aux 8, , par
exemple en remarquant que (8) entraine la propriété suivante des
fonctions génératrices :

1
S‘wt":—.ze t*
50 Ta o £

D'oll la solution générale du probléme :

QY ., Y) = 8 (- 1) Gl W (Y, YY) (9)

k=o

R
formule dans laquelle les w_, sont bien entendu précalculés a
1l'aide des déterminants mentionnés plus haut.

Exemple numérique : si Y' = (220) et Y = (544) le calcul direct,
par la méthode donnée en [3] , fournit (Y , Y') = 288 . Letableau
ci-dessous montre, dans la derniére colonne, calculée 2 l'aide de
(9), la décomposition de ces 288 suivant la formule (1) :

r w, er
-0 1 1
1 34 24
2 400 105
3 2,710 120
4 13.006 36
5 49,224 2
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4 - CAS PARTICULIERS ET CONSEQUENCES

Certaines applications particulieres du résultat qui précede
donnent lieu & des remarques intéressantes.

1/ Si 1l'on définit Y et Y' par les formules (2) avec tous
les a; égauxa 1 , le probléme estle probléme d'Euler, cds par -
ticulier le plus simple du probléme de Simon Newcomb : parmi les
h ! permutations des entiers 1, 2, ..., h, combien y en a-t-il
qui présentent r fois une décroissance (retour en arriére) entre
deux termes consécutifs ? Les 9, de la réponse sont alors les
nombres d'Fuler qui ont été abondamment étudiés (cf, par exemple
[1]) ; une table de ces nombres d'Euler jusqu'a h = 10 est donnée
dans [5]. Or dans ce cas le déterminant qui exprime w,(Y , Y')
est d'un calcul immédiat puisque tous ses éléments sous- diagonaux
sont nuls : on obtient :

w(Yy, Y)=(+1"

Les égalités (8) et (8), avec m - n' = h , permettent ainsi de
retrouver deux propriétés bien connues des nombres d'Euler

2/ Sil'on se contente, dans les formules (2), de prendre tous
les a, égauxa un méme entier naturel « , on a, comme on dit )
le probléme de Simon Newcomb ''avec la spécification " . De
méme que précédemment, le déterminant qui exprime w, se réduit
a son produit diagonal, et l'on obtient :

1?‘+CLh
W= (o)
r [od

n-n' est égal 4 ah , et les formules (8) et (9) expriment des
résultats établis par Worpitzky [6].

Remarquons que, contrairement a la méthode générale de réso-
lution du probléme de Simon Newcomb mentionnée par Riordan [5],
la méthode indiquée ci-dessus n'exige pas la possession (ou la for-
mation) préalable d'une table des nombres d'Euler.

3/ Siles deux suites de Young Y et Y' n'ontl'une et l'au-
tre que deux termes non nuls, Y =(a, b) et Y' = (a', b') ,
le calcul de 6 (Y , Y') peut s'effectuer sans passage préalable
par les wr(Y , Y'), du fait que 8 est donné par l'expression
condensée '
r T+l r-1

59 =C cr., - C C ; (10)

r a-a' b-b* b-a’+1 a-b'-1



P

30

cette expression est assez facile a justifier par récurrence sur
a+b-a'-b', en remontant a la signification combinatoire du

probléme, car les seuls retours en arriére possibles dans ce cas
font suivre un accroissement du deuxiéme terme d'un accroissement
du premier. Si l'on particularise encore en faisant b =a =n + 1
et a' =b' = 0, on obtient
2
T T+l r-1
8, = (cnfl ) - n+2 Cn

R n'!(n+1)!

"rifr+)!'m-r)!n-r+1)!

_ r+s)l(r+s +1)! - e (8=n-1) (11)

“ri(r+1) s (s +1)! e

La fonction (11) de r et s , rencontrée notamment
Narayana (4], est tabulée ci-dessous pour r + s ¢ 7 :

par

s=0 1 2 3 4 5 6 1
r=0 11 1 1 1 11 1
1 13 6 10 15 21 28
>
—2 1 6 20 50 105 196 @7—*{
~
y B L u
3 1 10 50 175 490 — X[~ -
4 1 15 105 490 — ; et I
/ (t%) (1353
/g 5 1 21 19 |y
e / \9
-~ | \—A©
6 1 28 T
/a8 -
| /- 7 1

h=h
Elle posséde un certain nombre de propriétés remarquables, notam -
ment que :

n (21’1+2)!
2 Car T ny 1)l (n+2) !

r=o

(ce qui résulte presque immédiatement de la définition des c¢) et
que, sous réserve de convergence :

_/[1] CARLITZ and RIORDAN - Congruences for Eulerian numbers

C
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l-u-v- \/1—2(u+v)+(u—v)2

c u’ v® =
Z o8 2uv

r3o
830

résultat qui est énoncé sans démonstration complete dans [4] et qui
ne parait pas facile a établir par un procédé purement analytique .

Mais 1'égalité (8) donne ici un résultat supplémentaire, du fait
que w, (comme il est facile de s'en assurer en développant le
déterminant d'ordre 2 correspondant) est précisément égal a ¢

r.o
On obtient ainsi 1'identité remarquable :

_ 2n + 1 n + 2
Cr.n - cr.n-r-l + ( n ) cr-l.n-x- + 2n ) cr-z.n-nl +
(Zn +r
2n ) o.a-1
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