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1 — INTRODUCTION

Etant donné un ensemble £ totalement ordonné par une relation notée <
nous appellerons segment [a, b] de E ’ensemble desx de E telsquea < x < b,
Nous supposerons toujours que a < b, c’est-a-dire qu’il n’existe pas de “‘segment
vide”. Nous appellerons hiérarchie H tout ensemble de segments de E tel que,
pour toute paire {S, S’} de segments de H, on ait soit SNS' = ¢, soit
S C S, soit §' C S. Une hiérarchie peut ne comprendre qu’un seul segment
(hiérarchie-singleton) ou méme n’en comprendre aucun (hiérarchie vide).

L’ensemble E considéré sera généralement celui des entiers {0, 1,2, ... r}
ou[0,r].

Certaines hiérarchies peuvent comprendre des segments [a, a] compo-
sésd’un seul point (segments “‘ponctuels’). Mais il est clair que si une hiérarchie
H de [0, r] ne comprend aucun segment ponctuel, la réunion de H et de n’im-
porte quelle partie de I’ensemble des r + | segments ponctuels est encore une
hiérarchie. Nous ne considérerons donc, sauf mention expresse du contraire,
que des hiérarchies formées de segments non-ponctuels, que nous nommerons
simplement segments pour la briéveté.

Pour tout segment S = [a, b], on aura ainsi par convention a < b. Nous
appellerons a !'origine de S et b U'extrémité de S ; a et b seront appelés les
bords de S.
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Figure 1

Nous utiliserons pour les hiérarchies de segments des représentations
telles que celle de la figure 1, ou r =9 et H ={[0,3],[5,6],[S, 8]}.



Nous emploierons en particulier pour les points les mots “a gauche” et
“a droite” et pour les segments les verbes ‘““‘commence” et “se termine”.
En outre il sera commode de parler des intervalles “‘recouverts” par un seg-
ment ou une hiérarchie ; dans la figure 1, les 10 points de [0, 9] forment 9
intervalles, dont 6 sont recouverts par H.

Nous dirons également que dans une hiérarchie H le segment S couvre
le segment S’ §’il n’existe dans H aucun segment S’ autre que S et S’ tel que
S DS" DS Un certain nombre de problémes de dénombrement relatifs
aux hiérarchies de segments ont été étudiés avec le vocabulaire des ‘“‘paren-
thésages”. Si 'on considére en effet une expression formée de symboles
successifs, laissant » + 1 emplacements possibles pour des parenthéses, toute
disposition ‘“‘correcte” des parenthéses est en bijection avec une hiérarchie
de segments de [0, r] ; a ouverture et a la fermeture d’un couple de paren-
theéses correspondent origine et I'extrémité d’un segment de la hiérarchie.

Le but du présent article est d’une part de retrouver et de préciser
les principaux résultats connus, qui seront mentionnés au passage, d’autre part
de prolonger un travail antérieur [4] consacré aux ‘‘éventails de segments”
(familles de segments a l'intérieur desquelles au contraire toute inclusion entre
segments est interdite). Les méthodes employées seront le plus souvent
possible de caractére bijectif ; cependant nous recourrons aussi dans certains
cas aux fonctions génératrices.

2 — CHEMINS ROYAUX

A titre auxiliaire nous ferons dans ce paragraphe une étude rapide des
“chemins royaux”. Nous appellerons ainsi les chemins joignant deux sommets
d’un graphe G défini comme suit : les sommets de G sont les couples (x, y)
d’entiers et tout sommet (x, y) est origine de frois arcs, dont les extrémités
sont (x +1,y), (x,y+ 1),(x+ 1,y + 1) Ces chemins ont été étudiés
par divers auteurs (cf. [2] et [5]).

Nous appellerons R(x, y) le nombre de chemins dans G qui joignent
(0,0) a (x, y) ; chacun de ces chemins est formé de x" + y' + z arcs, dont
x' horizontaux, y' verticaux et z obliques, avec x' +z =x ety +z=1y

(Le nom de ““‘chemins royaux’’ est suggéré par la marche du roi aux échecs) .
On a évidemment

R(x,0)=R(O,y)=1 (D

pour tout entier x ou y positif ;
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R(0,0) = | (chemin ‘“‘vide”).

on posera également

On a d’autre part la régle de récurrence qui résulte inmédiatement de la défi-
nition :
Rx,y»)=R(x -1, +Rkx,y—-D+Rx—-1,y-1) (2)

A partir de (1) et (2) on forme rapidement le tableau donné ci-aprés pour

0<x<8 et 0<y<8:

Rx,y)|y=0 1 2 3 4 5 6 7 8
x =0 T B 1 1 1 i 1
1 13 s 7 9 11 13 15 17
nls 20 1 5 13 25 4l 61 85 113 145 [&9‘
I 7 25 63 129 231 377 575 833 . ] B
1 9 41 129 321 681 1289 2241 3649 fﬁll’é

11 61 231 681 1683 3653 7183 13073 )
] 13 85 377 1289 3653 8989 19825 4008] AREES
| 15 113 575 2241 7183 19825 48639 108545 fr¥288
| 17 145 833 3649 13073 40081 108545 265729
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A titre d’exemple, la figure 2 représente les R(2, 2) = 13 chemins royaux
de (0,0 a(2,2):

B e
A

—

Figure 2




Pour établir quelques propriétés utiles des nombres R(x , y), nous consi-
dérerons dans le plan N? les xy cases situées “‘entre” les points (0, 0) et
(x, ) ; nous appellerons case (i, j) celle dont les quatre sommets sont les
points

G-1,j-1D G-1,p G j-1 GpD.
Nous dirons qu’une suite de s cases
Gy 7). -Gy, i) gy 0g)
est monotone si pour tout A\€{1,2,...,5s— 1}on a a la fois
NN et I <Ixer -

Il est clair que le nombre de suites monotones de s cases, définissables a
partir des xy cases considérées, est égal au produit de nombres binomiaux
Cs. C; . en effet il y a C$ maniéres de spécifier la suite croissante (i iy ... 1)
et Cj, manieres de spécifier la suite croissante Gydy - dg)

Remarquons a ce propos que, si 'on sintéressait exclusivement aux
chemins sans étapes obliques, on pourrait établir comme suit une bijection
entre ’ensemble de ces chemins et I’ensemble des suites monotones de cases

(fig. 3). .

Figure 3

A tout tel chemin on ferait correspondre la suite, évidemment monotone,
des cases que ce chemin ‘“‘contourne par le haut” (c’est-a-dire borde gauche
puis en haut) ; inversement, étant donné une telle suite de cases, on peut
toujours définir, pour deux cases consécutives u et v de la suite, deux trongons
de chemin consécutifs dont le premier, entierement horizontal, commence
par le bord supérieur de u et le deuxiéme, entiérement vertical, se termine par
le bord gauche de v. 1l en résulte, comme conséquence, une vérification de I'éga-
lité bien connue

Y e

=0
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s x+»! (x+y).
y v g
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nous sommons jusqu’a Pinfini mais il est entendu que pours>p =0 on a
§ —
¢, 0.
Si maintenant on s’intéresse 4 nouveau aux chemins royaux les plus
généraux, on peut associer & chacun d’eux trois sortes particulieres de cases

(fig. 4) : celles qui sont contournées par le haut, celles qui sont coupées
en diagonale, celles qui sont contournées par le bas.

Figure 4

Si I'on considére, pour un chemin donné, 'ensemble des cases des deux
premiéres sortes, il est facile de s'assurer que ces cases peuvent étre rangées
en une suite monotone de s cases. (Il en serait de méme pour I’ensemble des
cases de la deuxiéme et de la troisiéme sorte, mais pas pour I'ensemble des
cases de la premiére et de la troisiéme, comme Villustre la figure 5).

Figure S

. Dans ce qui suit, pour un chemin royal donné, nous appellerons 7 le

nombre de cases contournées par le haut et z le nombre de cases coupées
en diagonale ; A +z = 5.

1l est alors aisé de voir que si 'on se donne une suite monotone de s
cases, et si 'on impose a & de ces s cases d’étre contournées par le haut et aux
z(= s — h) autres d’étre coupées en diagonale, il existera un chemin royal
et un seul qui satisfera a ces conditions ; entre deux cases consécutives de
la suite monotone donnée, ce chemin devra évidemment toujours se présenter
comme l'indique la figure 6.

Figure 6

Or, pour chacune des C; Cj, suites monotones de s cases, il existe 2° ma-
niéres de spécifier lesquelles de ces cases devront étre contournées par le haut




(les autres devant étre coupées en diagonale) ; il en résulte que

Rx,y)= 2 C5C 2, 4)

§=0

somme dans laquelle le nombre de termes non nuls est égal, comme dans (3),
al +inf (x, y). Cette formule permet notamment un calcul de R(x , y) beau-
coup plus rapide, si 'on n’a besoin que d’une valeur, que la formation du
tableau.

Une autre expression de R(x , y) sous forme de somme s’ obtient lorsque,
au lieu de commencer par fixer s, on commence simplement par fixer le nombre
z d’étapes obliques. On fixe ainsi du méme coup le nombre x —z d’étapes
horizontales et le nombre y — z d’étapes verticales ; il y aau total x + y —z
etapes des trois espéces. Définir un chemin, dans ces conditions, c’est dire les-
quelles de ces x + y — z étapes successives seront les x — z horizontales, les
Yy — z verticales et les z obliques ; le nombre de maniéres distinctes de le faire
est donc le nombre trinomial

( x+y-—z )_ x+y—2)!
X z

-z y—z k- -2z ! .

On a ainsi

Re.p=2 ( F7r=2 ®)
1m0 WX —Z .Yy —2z 2z

somme dans laquelle le nombre de termes non nuls est de nouveau 1 + inf
&, »).
Exemple : calcul de R(3, 4) par (4) et par (5).

RB,4)=1x1x1+3x4x2+3x6x4+1x4x8 4)
= + + 72+ 32 =129

=(\3<Zo)+(231)+(122)+(0?3) (5)

35. 4 60 + 30 + 4 =129,




Légalité générale des sommes (4) et (5) est une identité dont une dé-
monstration “directe’” peut s’obtenir en utilisant a tour de rdle les deux
ordres de sommation possibles dans le calcul de

Rx,y)= X _Ccc ©6)
(s,2)€ N2

Le nombre sous le signe somme dans (6) n’est autre, manifestement,
que le nombre de chemins royaux pour lesquels il y a z cases coupées en
diagonale et s — z = h cases contournées par le haut.

Une autre maniére de faire apparaitre les propriétés des nombres R(x , y)
est bien entendu de former la fonction génératrice a deux variables

plu, v) = 2 R(x, y) u* v”
(x,y)EN

Il résulte immédiatement de (2), par multiplication des deux membres
par u* y¥ et sommation, que

puw,v) =uplu,v) +tvp,v)+uvplu,v).
d’ou
1
l —u—v—uv

plu,v) =

On peut alors développer p(u, v) sous la forme

e
plu,v) = ¥ @+v+uv),
r=0

chaque terme de cette somme se développant d@ son tour par la formule du
trindme.
r! r

itjiter—i—-pn!

wol (uoy—i-i =( ) wipri

ijr—i—j
Il suffit ensuite de poserr —j=x,r—i=y e r—i—j=1z
(d’ou r = x + y — z) pour voir que

+y—
x+y—-z )u"vy,

plu,v)= 3y

(x,3,2) X —2zZ Yy—2 Z

ce qui fait retomber sur l’expression (5).




Par contre I’expression (4) apparait de matiere peut-étre un peu moins
naturelle avec ce mode de calcul. On peut par exemple I'obtenir en écrivant
(7) sous la forme

woye — 1 [y _2we ]
PRI T 0T a - 1 —w(—v)

¥ (2 uvy =3 u v 8)

o (l _ u)s+l (] _ v)s+l o (l o u)s+l (1 o v).v+1

Mais on a

———— =)= L =Y G, )
- t)Hl x=0 y g

comme on le vérifie immédiatement en dérivant s fois la fonction (1 — #)7!;
il s’ensuit que (8) peut s’écrire, en tenant compte de (9),

pu,v) =3 29 @y, @)= Y 2°CCutvY

$=0 (s, x,y)

et cette fois 'on retombe sur I'expression (4).

3 — SURDIAGONALITES NORMALE, FAIBLE, FORTE

Nous utiliserons surtout, pour I’étude des hiérarchies de segments, les
chemins royaux surdiagonaux (ou ponts royaux) joignant (0,0) a (r, r),
ou, comme nous dirons, de portée r. Nous aurons besoin de trois définitions
distinctes :

(1) Les ponts normalement surdiagonaux seront les chemins royaux
pour lesquels les “points diagonaux’ (i, i) sont permis mais qui ne comportent
aucun “arc diagonal”’ de (i, Ha G+ 1,i + 1).

(b) Les ponts faiblement surdiagonaux seront les chemins royaux pour
lesquels tout point de passage (i, j) satisfait & i <j, sans autre restriction.

(c) Les ponts fortement surdiagonaux seront les chemins royaux pour
lesquels tout point de passage autre que (0, 0) et (r, r) satisfait & i < j.

II est clair que les trois ensembles de chemins &, @, @ respectivement
définis par (a), (b), (¢) satisfont a BD AL DE, et leurs cardinaux respectifs

A b, =a >c




n

Nous écrirons trivialement a, = ¢, = by = 1 ; on a immédiatement
by =2a =c¢, =1
Il est aisé de voir que pour tout r 2 1 on a
Cr = br—l >
en effet tout chemin fortement surdiagonal de portée r donne, par suppres-

sion de son premier et de son dernier arc, un chemin joignant (0, 1)a (r — 1,r)
dont tous les points de passage satisfont 4 i <j — 1.

Nous verrons plus loin que I'on a également b, = 2 a, pour tout r > 1.

4 — BIJECTION FONDAMENTALE

Nous appellerons ‘“‘bijection fondamentale” celle que nous allons cons-
truire entre I'ensemble (@, des chemins faiblement surdiagonaux de portée r
et ensemble #€, des hiérarchies de segments de [0, 7] .

Pour cela imaginons un chemin B € ®, comme tracé dans le quadrant
positif de R?, et considérons I'aire comprise entre B et la diagonale y = x.
Cette aire, si on la découpe a 'aide de droitesy = x + & (h € N), se décom-
pose en trapezes isocéles (dont certains peuvent se réduire a des triangles rec-
tangles isoceles). Nous dirons de plusieurs trapézes qu’ils forment un chapelet
si leurs (grandes) bases sont portées par une méme droite de facon telle que
chacune d’elles ait un point commun (point de jonction) avec la suivante :
la figure 7 montre un chapelet de trois trapézes dont les bases sont portées
par y = x, et I'un deux est surmonté lui-méme d’un chapelet de deux trapézes
(triangles) dont les bases sont portées pary = x + 1.

Cela dit, a tout trapéze ne faisant pas partie d’un chapelet on fera corres-
pondre un segment de [0, r] qui ne sera autre que la projection de sa base ;
d’autre part, a tous les trapézes faisant partie d’'un méme chapelet on fera
correspondre des segments ayant tous méme extrémité, a savoir la projection
du point le plus a droite du chapelet, et dont les origines seront projections
des points les plus a gauche des bases correspondantes. Ces segments forment
une hiérarchie H €3¢,

La correspondance est bijective puisqu’il est facile de remonter des seg-
ments de A aux trapeézes ou chapelets de trapézes, en prenant la précaution
de ne jamais considérer un segment (ou un groupe de segments de méme extré-
mité) avant d’avoir considéré tous les segments qui I'incluent ; une fois les
trapézes placés, le contour supérieur gauche de 'aire formée par leur réunion
redonne le chemin B.



Figure 7 .

On constate immédiatement que le propre d’une hiérarchie de [0, r] qui
comprend le segment [0, 7] lui-méme (hiérarchie couvrante) est de correspondre
4 un chemin n’ayant aucune étape diagonale (le long de y = x), c’est-a-dire
3 un chemin normalement surdiagonal.

Or il y a exactement autant de hiérarchies couvrantes que de hiérarchies
qui ne le sont pas, puisque I'on peut suivant le cas adjoindre ou supprimer
le segment [0, 7] sans cesser d’avoir une hiérarchie. Il en résulte qu’il y a en
tout, pour une portée donnée #, deux fois plus de chemins faiblement surdia-
gonaux que de chemins normalement surdiagonaux, ce qui prouve notre asser-
tionque b, = 2 g, pourr = L.

Nous nous intéresserons en fait 4 'une comme a 'autre des deux suites
a, et b,, dont nous donnons immédiatement les premiers termes, quitte a
en justifier plus loin le calcul :

0 1 2 3 4 5 6 7

1 1 3 11 45 197 903 4279@ i Z/

6 90 394 1806 8558
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Nous appellerons ces nombres les “nombres de Schroder” (“simples”
pour la ligne a,, “doubles” pour la ligne b,, malgré I'exception b, = 1). Ces
nombres sont ceux qui comptent les hiérarchies de segments de [0, 7] ; la
premiére ligne compte indifféremment les hiérarchies couvrantes ou -les hiérar-
chies non-couvrantes, la deuxiéme compte toutes les hiérarchies réunies. Ces
nombres paraissent avoir été rencontrés pour la premiére fois dans [9].

5 — NOMBRE DE SEGMENTS TERMINES EN r ; LOI 4,

Nous commencerons par dénombrer les hiérarchies couvrantes de [0, 7]
dans lesquelles il y a exactement n segments terminés en r. Nous utiliserons
d’abord pour cela une algorithme purement additif.

Soit #(r, n) 'ensemble des hiérarchies considérées, A, (r, n) son cardinal.
Montrons que

104, ¢, m=A, -1 ,n—D+A, r=-1,n)+A4, ¢r,n+1).
On distingue pour cela trois parties #¢' ge''3€""" dans Je(r, n).

I/ €' est ’'ensemble des hiérarchies couvrantes qui comprennent le segment
[r—1,r]. Si H €8', H —{[r — 1 ,r]} est une hiérarchie couvrante dont
aucun segment ne se termine en r — 1 et dont » — | segments se terminent
en r. En supprimant r de chacun de ces n — 1 segments, on forme une hié-
rarchie'H:, appartenant A4€(r — 1 ,n — 1) ; inversement & partir de toute
Hy, €% — 1,n — 1), il suffit de compléter par le point r chacun des
n — 1 segments terminés en r — 1, puis d’adjoindre [r — | , #], pour retrouver
H' (fig. 8).

Figure 8
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2/ 3€"" est ’ensemble des hiérarchies couvrantes qui comprennent [r — 2,
r — 1] ; aucune d’elles ne peut alors comprendre [r — 1, r].

SiH"€8' H'" —{[r— 2,r — 1]} appartient encore a Jer, n).

Parmi les segments de H'' —{[r —2,r — 1]}, n se terminent en 7,
! autres se terminent en r — | ; en supprimant les extrémités de ces n + [
segments sans rien changer aux autres, on obtient une hiérarchie H:,’ appartenant
ade(r — 1,n) ; inversement a partir de toute H, € #&(r — 1, n)il suffit, pour
retrouver H'', de prolonger d’un point vers la droite tous les segments terminés
enr — 2 our — 1, puis d’adjoindre [r — 2,7 — 1].

r—-2 r—1 r
- Hu
———o——o
>~
r—2 r—1
" 2 " g Hll
—_—— 0
Figure 9

3/8€"" est I'ensemble des hiérarchies couvrantes qui ne comprennent ni
[r—1,r] ni[r—2,r—1]. Si H'" €3€" et si aucun segment de H'' ne
se termine en r — 1, I'adjonction de [r — 1, r] donne une hiérarchie Hy* ap-
partenant 2 Je(r, n + 1). Si H'"' €%€"' mais qu’il existe un ou plusieurs seg-
ments terminés en r — 1, soit {a,r — 1] le plus court de ces segments
(a <r — 3), et soit F I’ensemble (éventuellement vide) des segments [x, ¥ — 1],
avec x < a — 1, qui incluent [a, r — 1]. On obtient alors de la maniére sui-
vante une hiérarchie Hé," appartenant ag€(r, n + 1) : on décale d’un cran vers
la droite le segment [a, r — 1], qui devient ainsi [¢ + 1, r], ainsi que tous les
segments qu’il incluait, et en méme temps on ‘““tronque’ tous les segments de F',
qui deviennent des segments [x , a]. .

Inversement & partir de toute Hy '€ 3€(r, n + 1), il suffit de décaler
d’un cran vers la gauche le plus court, [a + 1, 7], des segments terminés
en r, avec tous les segments qu’il inclut, et en méme temps de prolonger
jusqu’en r — 1 tous les segments terminés en a ; on retrouve ainsi H'"
(figure 10).

Remarquons que I'on a nécessairement 1 <n <r, etqued, (r,r) =1
puisque la seule hiérarchie ayant r segments terminés en r est

{[07r]:[19r],-'-,[r_ l,r]}-




Figure 10

Il est en outre naturei de convenir que A, (r, 0) = 0 pour tout » > 1 et
que 4,(0,0) = 1.

On peut alors, a 'aide de la formule (10), former de proche en proche
le tableau ci-aprés, en commencant par la droite chacune des lignes successives :

A(r,n) |n=20 1 2 3 4 5 6

r = YI XI
Y| X

Y=X+X+Y

22
90
394 304

v

Ce tableau engendre notamment

1/ les nombres de Schroder simples, comme sommes des lignes succes-
sives, puisque la réunion parrapport a n des #(r, n) donne ’ensemble de toutes
les hiérarchies couvrantesde (0, r] :

Y A, (r,n) =a,
n=1

2/ les nombres de Schroder doubles qui apparaissent dans la colonne
n = 1, puisqu’en retranchant [0, r] d’une hiérarchie couvrante dont un seul
segment ([0, 7] lui-méme) se termine en r on trouve une hiérarchie quelconque
de [0, r —1]: A ¢r, 1)=0,_,




6 — FONCTIONS GENERATRICES LIEES a A,

Il existe entre les nombres du tableau A, (r, n) des propriétés convolutives
qui vont permettre de trouver les fonctions génératrices des colonnes. Pour les
établir il sera commode de se servir de la bijection fondamentale.

En effet aux hiérarchies de J€(r , n) correspondent par cette bijection des
chemins normalement surdiagonaux (puisqu’il s’agit de hiérarchies couvrantes),
de portée r et comportant un chapelet de n trapezes dont les bases sont portées
par y =x. Les chemins correspondants ont donc, sur y = x, n — 1 points
autres que (0, 0) et (r , r) ; ces chemins se décomposent ainsi en n parties
fortement surdiagonales (ou ‘“‘arches”).

On a évidemment de ce fait
Ar,n)=A,(n—1,n— l)Al(r—n+l,1)+Al(n,n—1)Al(r—n, D+...
Lt A -1, - 1A (1,])

cest-a-dire

A r,n)= A, n—1DA(r—5,1), .

§=0

avec la convention que la fonction de deux arguments A, est nulle si le second
dépasse le premier.

Il en résulte que si ’on définit la fonction génératrice de la colonne n du
tableau,

+ oo
o, ()= 2 A, (r,n)t,

r=0

o, () =, () o« (1),

o, (1) = [a, (D] ;

la fonction génératrice de la colonne n est la puissance n — iéme de celle
de la colonne 1.
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On obtient ainsi, pour la fonction génératrice des nombres de Schroder
simples (sommes des lignes) :

te 1
Ol(t)—rgo a'tr_l——al(t) (11)

Or

a () =t+22 +62 +228 +. .. =1+2t (432 + 118 +..)
=¢t+2¢[a(@) — 1]

o, (t)y=2¢tua(t) —t.
De (11) et (12) on tire immédiatement

(12)

2t P —d+Ha(n)+1=0,
d’ou

I+t—/1—-6t+¢
alr) = 41

Quant a la fonction génératrice B(¢) des nombres de Schroder doubles,
elle est égale & o, (¢#)/t = 2 a(t) — 1 ; on a donc

3(t)=1—t—\/1—6t+t2

2t

Par dévelobpement de Mac-Laurin de ces fonctions par rapport a £, on

tire de 1a les expressions ci-aprés, valables pour tout r 2 1, des nombres de
Schroder simples et doubles :

1 . .
r= Q12 2 (- 1)‘ Chorioi KA Yo

iz20

a

1 .
br =F Z (- 1y C! i3r+l—21

r+1- Vi
i20

ou v; désigne le ”nombre de Catalan” Q)!/['G + D!]




Il est intéressant de noter que la somme qui figure dans les deux expres-
sions (13) a elle-méme une signification énumérative, laquelle résulte de la
remarque faite au § 1 : elle compte les hiérarchies de segments de [0, r] dans
lesquelles on admettrait également les segments ‘‘ponctuels” (que nous
continuerons cependant a exclure dans la suite).

7 — AUTRES EXPRESSIONS DE A, ET LOIl LIMITE

D’autres propriétés des nombres A, (r, n) apparaissent si I'on forme
le tableau triangulaire Al' x ,»)=4,0,y —x):

Alx,y) y=0123 4 5 6 7 8

hﬂz%’??? xzcl) S U S R U S S T
sl ‘

I
024 6 8 10 12 14
0616 30 48 70 96
a 1065?—‘1 0 22 68 146 264 430
0 90 304 714 1408 ng
0 394 1412 3534
0 1806 6752

O
q

Y=X+X +Y 0 8558 6 [

Dans cette disposition on déduit de la régle de formation Y = X'+ X + Y ?,?
que A . (x, y) n’est autre que le nombre de chemins royaux joignant (0, 0) ou
©, 1) a (x, y) et tels que pour tout point (i, j) autre que (0, 0) on ait tou-
jours i <j, ou encore le nombre de chemins joignant (0,0) a (x,y — 1)
tels que pour tout point (i, j) intermédiaire on ait toujours i <j.

Or dans chacun des R(x,y — 1) chemins royaux (notation du § 2)
qui joignent (0,0) & (x, y — 1) et qui ne satisfont pas A cette condition
i <, par exemple dans C (fig. 11), il existe un dernier point M(i, i — 1) sur
¥ =x — | (nécessairement suivi d’un point N(i, §)). Si 'on transforme par
symétrie par rapport a y =x — 1 la partie OM de ce chemin sans changer
la partie qui relie M a (x, y — 1), on obtient le chemin royal le plus général
joignant (1,— 1) a (x,y — 1) ; or le nombre total de ces chemins est
R(x — 1,y). On a donc

Rx,y = D=4/(x,»)+Rx—1,y)




(1,-1)

Figure 11
et A, ) =Rx,y—1)—Rx —1,y)

n trouve ainsi

‘ En utilisant les expressions (4) et (5) du nombre total de chemins royaux

s

Ax+1,y+1)=2@—x cs s
1 y+ =20 )20 * O

’ o x+y+1—-2)! )
Aix+1,y+ =0 x)zz‘o(x+1—z)!.(y+l—z)!z!

Notons que dans cette derniére somme, on peut, pour accélérer le calcul,
se borner a doubler les termes correspondant par exemple a z impair, ce qui
permet d’écrire

1 x+y—2u
Ax+1,y+ =20 -
1(x y ) (64 X)ugo 2+ l(x_zu Yy —2u 2u)

En effet la somme alternée

Z(_l)z x+y+1-2)!
230 +l-2'p+1-2)1z!

est nulle parce que proportionnelle a la différence (x + 1) — iéme du poly-
ndme factoriel (v — z),, qui est de degré x par rapport a sa variable y.

Notons en outre la propriété suivante des nombres A, (r, n), qui
permet de les exprimer -en fonction des A4,(r, 1) seuls :




n—1
Al(r,n)=2 1D'Rn—1—i, DA, (r—1i,1) (14)

i=0
Cette propriété se vérifie aisément, pour les valeurs successives de n,
a laide de (10) et de (2). On peut notamment en déduire la distribution
limite du nombre de segments se terminant en r lorsque r augmente indé-
finiment. En effet le rapport 4, (r — 1, 1)/A, (r, 1) tend vers le plus petit
module d’un point singulier de la fonction génératrice, c’est-a-dire ici vers

la plus petite racine de I’équation

1—-6t+¢ =0, soit t=3-2y2=(K2- 1.

1
Comme d’autre part z A (r, n) =-5-Al(r + 1,1), (14) peut s’écrire
n

A (r,n) &t ; LA,
=2 Y (- DR — 1 i, e
2 A0, .-=26( ) R : l)A,(r+1,l)

la limite p, du 1°" membre est

-1

P, =2 (~DRmn—1-i,i)6/2— 1tz (15).

Mais la somme qui figure dans ce dernier second membre est égale a
n6/2 — 1! ; on s’en assure en observant que, par suite de (2), le polyndme

n—1
Pw)= Y (—1YRn—1—i,iu*
i=0

estégal a (1 —u®) P, (u) — u® P, ,(u).
Il en résulte que
Pw)—nu""'' =0 -u?)[P,_,w) —(n— Du""2] —u?[P,_, 1)
—(n=u" 3l — (- Du" W+ 2u— 1)

Comme la valeur ¥ =+/2 — | annule le terme souligné, on a bien (par
récurrence du 2¢éme ordre)

P6/Z-1)=nG/2Z- 1",

d’ou finalement, par suite de (15), la loi-limite

p, =2n6/2— 1yt
dont la moyenne Z np, est égale /2 + 1.
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8 — NOMBRE TOTAL DE SEGMENTS : LOI 4,

Un paramétre descriptif important des a, hiérarchies couvrantes de seg-
ments de [0, r] est évidemment le nombre s de segments dont elles se com-
posent, nombre qui peut varier de 1 a . On a vu que, dans la bijection
fondamentale, & tout segment correspond un trapéze isocéle, dont les cotés
autres que les bases forment nécessairement une étape horizontale et une étape
verticale du chemin correspondant ; s est donc le nombre d’étapes (par exemple)
verticales de ce chemin. La portée r est la somme de ce nombre et du nombre
w d’étapes obliques :

r=s+w (16)

En supprimant d’un chemin royal C, normalement surdiagonal et de
portée r, les w étapes obliques, et en raccordant les étapes restantes, on obtient
un chemin ordinaire surdiagonal de portée r — w, soit C' ; C' a d’ailleurs
autant de points sur la diagonale que C. Si C' se compose de h ‘“‘arches”
(h — 1 points intermédiaires sur la diagonale), on revient a3 C en intercalant
les w étapes obliques aprés n'importe quelles étapes de C' sauf les h étapes
qui sont derniéres d’une arche. Pour C' donné, le nombre de manicres de
faire cela est donc le nombre de suites de 2 (r — w) — h entiers non-négatifs
de somme w, c’est-a-dire le binomial

w+2(r~w)—h—l)=/2r—w—h—l):(r+s—h—l)

20— w)—h — 1 w r—s
Mais le nombre de chemins ordinaires C' possibles (portée s, & arches)
est bien connu (cf. [4]) ; C’est
h(2s —h — 1)!
ui_l = _(¥ (17
st(s—h)!

Finalement le nombre de possibilités, pour les hiérarchies couvrantes
de s segments de [0, r], est

& r+s—h—1 1

A= % )==—caent
ot r—s r

établissement de cette expression ne fait appel qu’aux propriétés élémentaires

des binomiaux. Il en résulte une nouvelle décomposition des nombres de

Schroder simples a, :

4*

s (s—1
r Cr Cr+s

1
a =—
¥

[N}

s=1



Le tableau des A, (r, s), complété par les rangées conventionnelles r =0
et s = 0, commence par

A,(r, s)
A_;?ZQZ r=
ad

P ge3\0

1
1

1 5 5
19 21 14
1 14 56 84 42

1 20 120 300 330 132

Ces nombres se rencontrent dans de nombreux problémes énumératifs
ou analytiques, cf. [1], [7] par exemple ; ceux de la diagonale du tableau sont
les nombres de Catalan.

Une autre maniére de retrouver les mémes nombres consiste & considé-
rer, pour tout chemin C normalement surdiagonal de portée r, ’ensemble des
“cases” (au sens du § 2) qui sont soit coupées en diagonale, soit contournées
par le bas. Supposons qu’il y ait m cases de cette nature, dont w coupées .
en diagonale et p = m — w contournées par le bas. Les cases en question
forment ce que nous avons appelé une ‘‘suite monotone” ; dans le cas
particulier ou elles seraient foutes contournées par le bas, elles définiraient
un chemin surdiagonal ordinaire I' de portée r avec m occurrences d’'une étape
verticale. Or on sait (cf. [4]) que le nombre de tels chemins est donné par

= r—Dlr! —Lmeme
r % r -r

m!m+D!'r—-—m-—D!'F-—m!

Ces nombres ont eux aussi été rencontrés par de nombreux auteurs ; cf. [3]
[6] [8]. Pour engendrer a partir de I un chemin royal surdiagonal & w étapes
obliques, il suffit de spécifier lesquelles, parmi les m occurrences ‘‘horizontale
puis verticale”, seront remplacées par une étape oblique ; ce qui est possible
de C maniéres. Le nombre total de chemins C 4 w étapes obliques sera ainsi

r—1
Ay(r,w)y= Y o Cy;

m=w
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la sommation est de nouveau élémentaire et donne
A’ _icw Cr+ 1 = .
2(r'w)_l‘ r 2,-_w"A2(r;r_‘w)a

Jes nombres A} ne sont autres que les 4, différemment disposés.

Les mémes nombres A, répartissent également les hiérarchies couvrantes
de [0, r], non plus par nombre total de segments, mais par nombre de segments
ayant méme extrémité quiun segment plus grand. En effet a ce nombre cor-
respond, dans la bijection fondamentale, le nombre d’occurrences “horizontale
puis verticale”, et I'on a vu que p + w = m. Or, pour m donné, on peut
toujours bijecter dans lui-méme Pensemble des chemins en remplacant toute
occurrence ‘‘horizontale-verticale” par une étape oblique et inversement, ce
qui échange les rdles de p et de w ; la répartition par valeurs de p sera donc,
méme aprés sommation par rapport a m, la méme que la répartition par va-
leurs de w (qui, on I’a vu en (16), est égal & r — 3).

9 _ NOMBRE D’EXTREMITES DISTINCTES ; LOL 4,

Une sommation intéressante du produit v C% est la sommation par
rapport 3 w, qui donne évidemment 2™v7 ; son intérét provient de ce que
m est le nombre de points autres que O de [0, r] qui ne sont extrémités d’au-
cun segment (de la hiérarchie correspondant au chemin sur lequel m a été
défini).

Pour I’établir remarquons que, dans la bijection fondamentale, le rempla-
cement de toutes les occurrences ‘‘horizontale puis verticale” (remplacement
qui réduit p 4 0 et rend w égal a m) correspond 2 la suppression de tous les
segments inclus dans un segment de méme extrémité, puisque cela revient
4 remplacer tout ‘“chapelet” de trapezes par un trapéze unique de méme
projection. (Nous retrouverons plus loin cette opération sous le nom d”’épu-
ration a droite”).

Or pour les hiérarchies couvrantes de segments ayant toutes leurs
extrémités distinctes, I'adjonction de tout nouveau segment diminue d’une
unité i la fois le nombre de points qui ne sont extrémités d’aucun segment
et le nombre m d’étapes obliques du chemin correspondant ; m a donc bien
toujours la signification annoncée, et r — m est de ce fait le nombre total
d’extrémités distinctes.

Le tableau des nombres A4, (r, m) = 2™ v, dont les lignes fournissent
un nouveau type de décomposition de a, , est :



0

1

1 2

1 6 4

I 12 24 8
I 20 80 80 16

I 30 200 400 240 32

nq
gt
10 — EPAISSEUR GAUCHE ; LOI 4,

Etudions maintenant comment se répartissent les a, hiérarchies cou-
vrantes de portée r suivant le nombre g de segments auxquels appartient
la plus a gauche des extrémités (ou “‘épaisseur gauche™) ; nous appellerons
A,4(r, g) le nombre de hiérarchies couvrantes d’épaisseur gauche g.

On a évidemment A,(r, 1) = | pour tout r > 1, puisque la seule hié-
rarchie couvrante d’épaisseur gauche 1 est celle qui se réduit au segment
[0, 7]. Considérons maintenant une hiérarchie H telle que g = 2, et appelons
S le plus a gauche des segments de H couverts par [0, 7] ; sa portée est <r — 1,
appelonslar — A (ANE{1,2,...,r— 1}).

Les segments de H inclus dans S forment évidemment une hiérarchie
couvrante de portée r — A et d’épaisseur gauche g — 1 ; si pour définir H
on commence par se donner S, il y a donc 4,(* — X\, g — 1) maniéres de
définir I'ensemble des segments inclus dans S. Quant aux segments autres
que [0, r] non inclus dans S, ils forment des hiérarchies (couvrantes ou non)
situées enticrement a droite de S. Si S se termine en r ou en r — 1, la seule
possibilité & droite de S est la hiérarchie vide ; si S se termine en » — u (avec
2 <u <) le nombre de possibilités & droite de S est égal a by, = 2a, ,.
Pour I’ensemble de toutes les positions possibles de S avec A donné, le nombre
total de possibilités est

24+ 2a +2a, +... +2a_,=d,_,. (18)

On a donc, pour X non spécifié (et en posant d, =2),

Agr, @) =dyA,r—1,g—1)+d, A, (r—2,8— 1) +
ot d, A g — 1,8 1),
(19)



















































































































