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SUR LE NOMBRE D’ESPACES LINEAIRES
NON ISOMORPHES DE = POINTS

par Jean DOYEN
Stagiaire de recherches F.N.R.S.
Université de Bruxelles

1. NOTIONS PRELIMINAIRES

1.1. Reprenant la définition donnée en 1961 par P. Libois [3],
nous appellerons espace lindaire tout ensemble d’étres élémen-
taires dénommés points, dans lequel certains sous-ensembles
sont distingués et dénommés droites. Nous exigerons que ces
données satisfassent aux axiomes suivants :

4) deux points distincts quelconques appartiennent a une et
une seule droite ;

#) toute droite contient au moins deux points.

La notion d’espace linéaire, qui a déja donné lieu a de nom-
breux développements (on pourra se reporter notamment a des
articles de P. Libois [4] et de P. de Witte [2] ainsi qu’a un texte
de F. Buekenhout [1]), a été dégagée par abstraction a partir
de Vétude d’espaces classiques (projectifs, affins, euclidiens,
Minkowskiens, Cayléens, etc...). L'axiome 4) traduit une pro-
priété importante commune a ces espaces. L’axiome #z) exclut
lexistence de droites vides ou n'ayant qu'un seul point et
donne A la notion d’espace linéaire un degré de généralité
convenable.

11 résulte de la définition ci-dessus que deux droites distinctes
d’un espace linéaire ont au plus un point commun. Si deux
droites ont un point commun, nous dirons qu'elles se coupent
en ce point ou qu'elles sont sécantes en ce point. Lorsqu'un
point appartient 4 -une droite, on dira que la droite passe par
ce point, que ce point est situé sur la droite, etc... Trois points
d’un espace linéaire seront dits alignés s'ils appartiennent a une
méme droite.
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1.2. Nous appellerons isomorphisme d'un espace lindaire L
sur un espace linéaire L’ toute bijection de L sur L’ qui applique
toute droite de L sur une droite de L'. Deux espaces linéaires
seront dits ¢somorphes s'il existe un isomorphisme de I'un sur
l'autre.

Un automorphisme d’un espace linéaire L sera un isomorphisme
de L sur lui-méme. Il est équivalent de définir un automor-
phisme de L comme une permutation des points de L qui ap-
plique trois points alignés sur trois points alignés.

1.3. Nous dirons qu’une partie V d’un espace linéaire L est
une variété linéaire (ou simplement une variété) de L si toute
droite contenant deux points distincts de V est entiérement
contenue dans V. !

Cette définition est évidemment basée sur la connaissance
d’espaces classiques. On en déduit immédiatement que toute
variété linéaire d'un espace linéaire est elle-méme un espace
linéaire, que dans tout espace linéaire la partie vide, un point,
une droite, 'espace tout entier sont des variétés linéaires, enfin
que foute intersection de variétés linéaives est une variété linéaire.

Ce dernier résultat, aux multiples conséquences, permet I'intro-
duction de nouveaux concepts, dont celui qui va étre développé
maintenant et pour lequel on s’inspire de la théorie des espaces
topologiques.

1.4. Un espace linéaire sera dit connexe s'il n’est pas la réunion
de deux variétés disjointes et non vides.

Dans un espace linéaire quelconque, nous appellerons compo-
sante connexe toute variété connexe maximale (par rapport a
U'inclusion). '

Enfin si L est un espace linéaire et P un point de L, nous
dirons qu'un point Q est accessible de P s'il existe une suite

firiie de points P =P, P,, ..., P, = Q telle que toute droite

PP (i=1,...,n — 1) posséde au moins trois points.
Enongons sans démonstration quelques résultats importants
(pour plus de détails, on pourra consulter 1)) :
Dans un espace lin¢aire L, tout point appartient 4 une et une
seule composantc connexe; le complémentaire L — V d’une
variété V est une variété si et seulement si toute droite joignant




un point de V & un point de L — V est uniquement formée de
ces deux points ; la composante connexe d'un point P coincide
avec 'ensemble des points accessibles de P.

2. DENOMBREMENT D’ESPACES LINEAIRES FINIS

2.1. Le reste de cette note sera consacré essentiellement aux
espaces linéaires finis, c'est-a-dire formés d'un nombre fini # de
points.

2.2. Un probléme qui se pose de maniére naturelle mais qui
est loin d’étre résolu est le suivant : combien y a-t-il d’espaces
linéaires finis non isomorphes ayant un nombre donné de points ?

De maniére un peu plus précise, désignons par N(xn) le nombre
d’espaces linéaires non isomorphes de »n points et par N(n) le
nombre d’espaces linéaires connexes non isomorphes de » points
(on a évidemment N,(»n) < N(n)). Il semble que le probléeme qui
consiste & trouver une expression donnant les valeurs de N(n)
ou de N,(n) en fonction de # soit particuliérement difficile. Tout
ce qu'on peut espérer pour l'instant, c’est une estimation de
ces deux nombres. Nous nous proposons d’en donner des limi-

tations inférieure et supérieure.

2.3. En fait notre étude a débuté par la recherche systéma-
tique de tous les espaces linéaires non isomorphes ayant au
plus 9 points. Cette construction « expérimentale » est aisée pour
les espaces ayant au plus 7 points, mais devient déja assez longue
pour les espaces de 8 points. Néanmoins, comme on le verra par
la suite, elle ne manque pas d’intérét pour l'obtention de résul-
tats plus généraux.

Nous avons dressé une table de tous les espaces linéaires non
isomorphes ayant au plus 9 points (il y en a exactement 500).
Pour chacun de ces espaces, nous avons déterminé le groupe de
ses automorphismes ainsi que le nombre de classes de transi-
tivité de ce groupe sur les points. Ces divers renseignements, qui
figurent également dans la table, jouent un role essentiel dans
la démonstration de certains résultats que nous allons établir.

Nous tenons un exemplaire de cette table & la disposition de
tout lecteur intéressé.
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| 2.4. Voici les valeurs de N(x) et de N(n) pour: les premiéres
i valeurs de » : ‘

|
n | N(n) N,(n)
|
0 1 1
1 1 1
2 1 0
3 2 1
4 3 1
5 5 2
6 10 4
7 24 13
8 69 42
9 B 308 (€4
(280 |

2.5. Nous allons établir les théorémes suivants :
Théoréme A.

La fonction f: n — N(n) est convexe, ¢est-a-dire que

!
N(n) <§ [N(n —1) + N(n + 1)] pour tout n >0
Théoréme B. -
iy N (n) > 2n-1 pour tout n =9
Théoréme C.
N(n) > 2» pour tout n > 10

n(n—1)(n—-2)
—

Nous démontrerons aussi que Nm) €3 pour tout
avec une inégalité stricte pour # > 4.

3. DEMONSTRATION DU THEOREME A

3.1. Définition. Soient I, L, deux espaces linéaires, dis-
joints ou non, et L I'ensemble somme de L,, L, Chacun des
espaces L), L, est plongé canoniquement dans l’ensemble L
par une injection. On peut donc munir L d’une structure natu-
relle d’espace linéaire dont les droites sont les images canoniques
des droites de L, ou L, et les paires de points non contenues dans
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une des droites précédentes. Nous dirons que l'espace linéaire L
est la somme des espaces L;, L, et nous écrirons L = L, + L,.

Cette définition s’étend aisément au cas d’une famille quel-
conque d’espaces linéaires.

3.2. Proposition. St L, et L, sont deux espaces linéaires non
isomorphes et L un espace linéaive connexe, les espaces L, + L
) et L, + L sont non isomorphes.

Démonstration. Désignons par V; I'image de L par l'injection
canonique qui plonge L dans L; 4+ L. V, est clairement une
composante connexe de L, + L isomorphe a L et la variété
complémentaire W, = (L, + L) — V, est isomorphe a L,. Dési-
gnons de méme par V, la composante connexe de L, 4+ L qui
est 'image de L par l'injection canonique qui plonge L dans
L, + L. V, est isomorphe a L et la variété complémentaire
W,= (L, + L) — V, est isomorphe & L,.

g Supposons qu’il existe un isomorphisme o de L, + L sur
L; + L et montrons que s’il en est ainsi, il existe un isomor-
phisme ¢’ de L; 4+ L sur L, + L appliquant V sur V,.

Soit V' la composante connexe de L, + L sur laquelle ¢

applique V,.
L Si V' =V,, alors ¢’ = 0. Dans le cas contraire, les compo-
: santes connexes V' et V, sont nécessairement disjointes. Soit =
un isomorphisme entre V' et V,. = induit sur les points de L, 4
L une permutation 7' qui fixe tout point extérieur & V' UV, et
qui applique tout point de V' UV, sur son correspondant par
7. On vérifie facilement que 7’ est un automorphisme de L, + L.
Dés lors, ¢/ = o7’ est un isomorphisme de L, + L sur L, + L
qui applique V, sur V,, donc aussi W, sur W,.

On en déduit que L, et L, sont isomorphes, ce qui contredit
I'hypothese.

e i

3.3. Définitions. Nous appellerons droite maximale d’un espace
linéaire fini L toute droite de L ayant un nombre de points
supérieur ou égal au nombre de points de toute autre droite de
43 .

Nous dirons aussi qu'un point P d'un espace linéaire L est
libre sur une droite D de L si P est un point de D et si toute
autre droite de L passant par P n’a que deux points.
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Enfin nous appellerons point isolé d’un espace linéaire toute
composante connexe de cet espace réduite & un seul point.

3.4. Proposition. Soient L, et L, deux espaces linéaires finis non
isomorphes, Dy une droite maximale de Ly, D, une droite maximale
de L,. Les espaces linéaires Ly et L, construls a partir de L, et
L, en introduisant un point libre Py sur D, et un point libre P,
sur D, sont non isomorphes.

Démonstration. Désignons par Dj et D; les droites maximales
des espaces L; et L; obtenus respectivement par introduction
d’un point libre P, sur D, et d’un point libre P, sur D,. Il est
clair que D; est la seule droite maximale de L; et que D; est la
seule droite maximale de L.

Supposons qu'il existe un isomorphisme o de L, sur L; &t
montrons que s’il en est ainsi, il existe un isomorphisme o’ de
L sur L; qui applique P, sur P,.

o applique nécessairement Dj sur Dj, donc P, sur un certain
point P de D;, P étant libre sur Dy Bi P = P,, alors o’ = o.
Dans le cas contraire, la permutation = des points de L, qui
échange P et P, et qui fixe tous les autres points de Ly est un
automorphisme de cet espace. Dés lors, ¢’ = o7 est un isomor-
phlsme de L; sur L; qui applique P, sur P,.

o' induit alors de maniére naturelle une bijection de L, sur
L, qui est en fait un isomorphisme de L, sur L,, d’ou la contra-
diction.

3.5. Théoréme A.

La fonction f: n — N(n) est convexe, c’est-a-dire que

N(n) <% NG — 1) + N(n + 1)) pour tout n >0

Démonstration

a) En ajoutant un point isolé & chacun des N(n) espaces
linéaires non isomorphes de » points, on obtient N(n) espaces
linéaires de » + 1 points qui sont deux & deux non isomorphes
en vertu de la proposition 3.2 (appliquée au cas particulier ol
L n’a qu'un seul point).

b) Tout espace de » points ayant au moins un point isolé peut
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évidemment étre obteriu en ajoutant un point & un espace de
n — 1 points. Il en résulte qu’il y a exactement N(n) — N(n —1)
espaces linéaires non isomorphes de # points n’ayant pas de
point isolé.

Dés lors, en introduisant un point libre sur une droite maxi-
male de chacun des espaces linéaires non isomorphes de % points
sans point isolé, on obtient N(xn) — N(» — 1) espaces linéaires
de n + 1 points qui sont deux a deux non isomorphes en vertu
de la proposition 3.4. De plus, comme ils n'ont pas de point
isolé, ils ne sont certainement pas isomorphes aux N(n) espaces
construits en a).

On a donc:

N(# + 1) = 2N(n) — N(n — 1)

ce qui démontre le résultat annoncé.

3.6. Probléme. La fonction f,:n — N.(n) est-elle convexe
pour # > 3 ? (il est facile de démontrer qu’elle est strictement
croissante pour 7 > 4).

4. DEMONSTRATION DU THEOREME B

4. Définitions. Soient L,, L, deux espaces lindaires, V, et
V, des variétés isomorphes non vides contenues respectivement
dans L,, L, et ¢ un isomorphisme de V, sur V,. Soit L ’ensemble
somme de L;, L,.

Convenons que les images canoniques dans L de deux points
P,el, et P,eL, sont équivalentes si P, = o(Py) ; ceci permet
de définir une relation d’équivalence R dans L. Dans I’ensemble
quotient L /R, ¢hacun des espaces L;, L, est plongé canonique-
ment par une injection. De ce fait, L/R posséde une structure
naturelle d’espace linéaire dont les droites sont les images
canoniques des droites de L, ou L, et les paires de points de
L /R non contenues dans une des droites précédentes. L’espace
L /R est Uespace Linéaire obtenu par recollement des espaces Ly, L,
le long de V, et V, suivant o.

Intuitivement, on obtient le recollement L /R en identifiant
tout point de V; avec son image par ¢ et en complétant le nouvel
ensemble par des droites ayant deux points (un point dans
L, — V, et un point dans L, — V).




En fait, dans ce qui va suivre, nous considérerons uniquement
le cas particulier ot V, et V, sont des points de L, et L, si bien
que l'isomorphisme ¢ ne devra pas étre précis¢. Nous parlerons
alors de recollement en un point.

Nous dirons qu’un point P d’un espace linéaire L est un point
de recollement de cet espace s'il est possible de trouver dans L
deux variétés linéaires V, et V, ayant au moins deux points
tellesque V,n Vo, ={P}et V, UV, = L. Il est clair que dans ce
cas l'espace L peut étre obtenu par recollement des espaces
V, et V, au point P.

4.2. Proposition. Dans tout espace hinéaire fini connexe L, il
existe au moins un point qui n’est pas point de recollement de L.

Démonstration. Supposons que tout point de L soit un point
de recollement de L.

Soient P, un point de L, V, et V; deux variétés de L ayant
au moins deux points telles que V; nVy = { P, } et Vo 0¥ 1S
Puisque L est connexe et peut €tre obtenu par recollement de
V, et Vi en P, on voit facilement que V; et V; sont connexes.
V, peut donc étre considéré comme un espace linéaire fini con-

. nexe ayant moins de points que L. Soit P, un point de V, distinct

de P,. Nous allons montrer que P, est un point de recollement
de V,.

En effet, P, est un point de recollement de L. Désignons par
W, et W, deux variétés de L ayant au moins deux points telles
que W, n W; = {P,}et W, U W; = L. W, et W; sont connexes.
Soient V, = W,nV, et V3= W;nV, Ainsi définis, V, et
V. sont deux variétés de V;, V,n Vy={P,}et V, U Vi = ¥
P, appartient soit & W,, soit & W;. Supposons que P, e Wi
Dés lors P, € V; et Vj contient au moins deux points. Montrons
qu’il en est de méme pour V,. Pour cela, remarquons que W
n V) = ¢ sinon W, serait la réunion des deux variétés V, =
W,nV, et W,nV; disjointes et non vides et ne serait pas
connexe. Donc W, est inclus dans V,; d’ou il résulte que V, = W,
contient au moins deux points. P, est donc bien un point de
recollement de V,.

On peut répéter avec V, le raisonnement fait sur V, (et V,
contient moins de points que V,). Comme L est fini, on trouvera
aprés un nombre suffisamment grand d’étapes un espace linéaire
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connexe V, ayant moins de 5 points et contenant au moins un
point de recollement, ce qui est absurde.

Notons que si dans la définition d’un point de recollement on
n’exige pas que V, et V, contiennent au moins deux points, le
résultat ci-dessus n’est plus valable car tout point P d’un espace
linéaire L est alors point de recollement de cet espace, les variétés
V, et V, étant le point P et I'espace L tout entier.

D’autre part on trouve facilement des exemples d’espaces
linéaires finis non connexes ou infinis connexes dont tous les
points sont des points de recollement.

4.3. Proposition. Pour tout entier naturel k :
N.2k) > No(A) . No(k + 1).

Démonstration. Soient L et L' deux espaces linéaires de 2%
points pour lesquels nous ferons les hypothéses suivantes :

a) L provient du recollement en un point P de deux variétés
connexes V et W ayant respectivement % points et 2 4+ 1 points
(d’ott 1l résulte que & > 3). P n’est un point de recollement ni
de Y'espace V ni de 'espace W.

b) L’ provient du recollement en un point P’ de deux variétés
connexes V' et W’ ayant respectivement & points et £ + 1 points.
P’ n’est un point de recollement ni de I'espace V' ni de I'espace
w'.

¢) Les espaces de I'une au moins des paires { V, V'} et { W,
W’} sont non isomorphes.

Nous allons montrer que L et L’ sont non isomorphes.

Supposons qu’il existe un isomorphisme o de L sur L'. ¢ ap-
plique V sur une variété connexe de % points Vde L' et W sur
une variété connexe de £ + 1 points W de L.

SiV=V,o applique P sur P’ car P est le seul point de V par
ol passe une droite ayant au moins trois points non contenue
entiérement dans V et P’ est le seul point de V' ayant la méme
propriété. On en déduit que W = W’ et o induit donc un iso-
morphisme de V sur V' et de W sur W’, ce qui contredit I'hypo-
theése ¢). : :

Si V est contenu dans W', W' est la réunion de V et d’un point,
donc est non connexe, ce qui contredit I'hypothése b).

’
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Enfin si V a en commun avec V' un point P, = P’ et en com-
mun avec W' un point P, £ P/, V contient nécessairement le
point P’ sinon V serait non connexe, étant la réunion des variétés
Vav et Vaw disjointes et non vides. Un raisonnement

analogue s’appliquant a W, et W n'ayant en commun avec V

que le point P’, les variétés VAV et WnV’ n'ont en commun
que le point P’ et contiennent au moins deux points. Donc
P’ est un point de recollement de V' et I'hypothése &) est contre-
dite.

On voit donc que L et L’ sont non isomorphes.

Nous appuyant sur ce résultat préliminaire, nous allons
construire N (k) . N (¢ + 1) espaces connexes non isomorphes
de 2% points de la fagon suivante : |

Etant donnés un espace connexe L de % points et un espace

"connexe L’ de k + 1 points, recollons-les en identifiant un

point P de L et un point P’ de L', P et P’ étant choisis de telle
facon qu'ils ne soient pas des points de recollement respectivement
de L et L’ (ce qui est toujours possible en vertu de la proposition
4.2). Les N (k) . N.(k + 1) espaces linéaires de 2% points ainsi
construits sont connexes et deux a deux non isomorphes en
~vertu du résultat préliminaire ci-dessus (cela pour 2 > 3). On
peut donc écrire :

N.(2F) > N.(#) . Nk + 1)

Mais on vérifie que cette inégalité est encore satisfaite pour
0 <k <2, dou le résultat annoncé.

pour tout k >3

4.4, Proposition. Pour tout entier naturel kb >1:
1
N2k +1)2 5 No(k + 1) INo (e + 1) + 1]+ No(h) - No (e + 1)

Démonstration

a) Etant donnés deux espaces linéaires connexes L et L' de
k + 1 points, recollons-les en identifiant un point P de L et un
point P’ de L', P et P’ n’étant pas points de recollement respec-
tivement de L et L’. Si on recolle de cette fagon d’une part tout
espace connexe de & 4 1 points avec une copie de lui-méme et
d’autre part toutes les paires d’espaces connexes non isomorphes
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de k + 1 points, un raisonnement analogue & celui développé
en 4.3 montre que, si k > 2, tous les espaces linéaires connexes
de 2% + 1 points ainsi obtenus sont deux & deux non isomorphes
et qu'ils sont au nombre de

LN+ 1) INE+ 1) + 1)

2
b) Soit L un des N,(k) . N,(k + 1) espaces connexes non
isomorphes de 2k points construits en 4.3 (avec k > 3). L con-
tient deux variétés connexes V et W telles que VAW = {P}
et VuUW = L, V ayant exactement ¢ — 1 points distincts de
P que nous noterons Py, Py, ..., P,_, et W ayant exactement %
points distincts de P que nous noterons B B B & partix
de L, construisons un espace linéaire connexe L de 2k + 1 points
de la fagon suivante : nous conviendrons que les £ —1 droites
de deux points P,Pj, P,P;, ..., PP, de L ont toutes en com-
mun un nouveau point Q et nous joindrons Q & P et a P, par
1 . des droites de deux points. Nous allons démontrer que les
: N, (k) . N (k + 1) espaces linéaires connexes de 2k 4+ 1 points
: ainsi construits sont deux i deux non isomorphes pour & > 5.
Pour cela, notons que par Q ne passent dans L que deux
droites de deux points, alors que par tout point P; Gl ...
k — 1) il en passe au moins £ — 1 et par tout point P; (j =1,
..., k) au moins £ — 2. Donc si £ >5, le point Q jouit d'une
propriété que n’ont pas les points P; et Py
De plus, Q jouit d’une propriété qui le différencie de P. En
effet, il est possible de trouver dans L deux variétés connexes
V de & points et W de & + 1 points telles que VN W={P}
et que par le seul point de T, extérieur & V U W ne passent que
‘ deux droites de deux points. Or une propriété analogue n’est
; pas satisfaite par Q car s'il existait dans L deux variétés con-
nexes V' de & points et W’ de k& 4 1 points telles que VnWwW =
{ Q} et que par le seul point de I extérieur 4 V/ U W’ ne passent
que deux droites de deux points, ce point extérieur ne pourrait
étre que P, mais alors la variété connexe V serait la réunion des
variétés { P}, Vn V' et V.n W’ disjointes et non vides, ce qui
est absurde.
En somme, nous avons construit N (k) . No(k + 1) espaces
‘_ connexes de 2%k + 1 points en introduisant un nouveau point
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dans chacun des espaces connexes non isomorphes obtenus en
4.3., mais en opérant de telle fagon que ce nouveau point puisse
étre facilement «reconnu» une fois la construction faite.

Dés lors, s'il existait un isomorphisme o entre deux espaces
L et L' construits par ce procédé a partir de deux espaces non
1somorphes L et L', o appliquerait le point Q de L sur le point
Q' de L', donc induirait un isomorphisme entre L et L', d’ot la
contradiction.

¢) Les espaces construits en 4) ne sont pas isomorphes 4 ceux
construits en @). Supposons en effet qu’il existe un isomorphisme
o d'un des espaces T obtenus en b) sur un des espaces L obtenus
en a). P désignant le point de recollement de L commun aux
deux variétés connexes de & + 1 points, il est clair que ¢ applique
le point Q de L sur le point P de L puisque par tout autre point
de L passent au moins % droites de deux points et qu'on a sup-
posé & > 5. Mais par un raisonnement analogue a celui fait en
b), on voit que Q ne peut pas étre un point de recollement de
L commun 4 deux variétés connexes de & + 1 points, ce qui per-
met de conclure.

d) Il résulte de a), b) et ¢) que I'inégalité annoncée est vérifiée
pour tout 2 > 5. On voit facilement qu’elle 'est encore pour
1 <k <4

4.5. Remarque. Si on powvait élablir que
N(n) > 271 pour 9 <n <17,
on aurait
N(n) = 2n-1 pour tout n = 9.

En effet, si dans les inégalités 4.3 et 4.4 on suppose N (k) > 2%~!

et N.(& 4+ 1) > 2% on obtient :
N (2k) = 2%-1 | 2k = 22k-1,

1
2

S’il est vrai que N (n) > 2! pour 9 <n < 17, les inégalités
ci-dessus permettent alors de démontrer par induction le résultat

et N2k 4+ 1) > - . 28, (2F 4 1) + 2%-1 | 2k > 22k,
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annoncé, la premitre s'appliquant 4 toutes les valeurs paires de
n & partir de » = 18 et la seconde a toutes les valeurs impaires
de » 4 partir de n = 19.

On sait déja que N,(9) = 308 > 28. Pour établir le théoréme
B, il reste donc & montrer que N (n) > 271 pour 10 <n < 17.
Nous utiliserons pour cela de fagon tout A fait explicite la con-
struction de tous les espaces linéaires non isomorphes ayant au
plus 9 points ainsi que la détermination pour chacun de ces
500 espaces du groupe de ses automorphismes, ou plus précisé-
ment du nombre de classes de transitivité de ce groupe sur les
points.

En pratique, il faut examiner séparément chacun des 8 cas
correspondant aux 8 valeurs particuliéres de » pour lesquelles
on veut démontrer l'inégalité. Pour certaines de ces valeurs, la
démonstration est assez pénible. Afin de ne pas rebuter le lecteur,
nous lui ferons grace des détails et nous nous contenterons de
traiter trois exemples qui lui donneront un apergu des méthodes
employées.

4.6. Définitions. Nous appellerons espace linéaire centré tout
couple (L, P) ot L est un espace linéaire et P un point de L.
Nous dirons que P est le centre de L. Deux espaces linéaires
centrés (L, P) et (L', P’) seront dits isomorphes s’il existe un
isomorphisme de L sur L’ qui applique P sur P’

On voit immédiatement que pour trouver le nombre d’espaces
linéaires centrés non isomorphes qu’on peut obtenir a partir
d’espaces linéaires L,, ..., L, deux a deux non isomorphes, il
suffit de compter le nombre de classes de transitivité du groupe
des automorphismes de chacun de ces espaces sur les points et
d’en faire la somme.

D’autre part, nous dirons qu’une droite D d’un espace linéaire
L est une anfenne de cet espace si D a au moins trois points et
si tous les points de D sauf un sont libres sur D (cf. 3.3).

4.7. Proposition
N, (10} = 29.

Démonstration.

a) La table de tous les espaces linéaires non isomorphes ayant
au plus 9 points, dont nous avons signalé I'existence en 2.3, nous
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permet d’affirmer qu'il y a 137 espaces connexes centrés non
isomorphes de 8 points n’ayant pas d’antenne de 3 points. Si
on recolle au centre de chacun de ces espaces un espace formé
d’une seule droite de 3 points, on démontre facilement que les
137 espaces de 10 points ainsi construits sont deux i deux non
isomorphes. Ils ont une seule antenne de 3 points.

b) On vérifie dans la table qu'il y a 284 espaces connexes non
isomorphes de 9 points n’ayant aucune antenne de 3 points ou
en ayant au moins deux. Introduisons un point libre sur une
droite maximale de chacun de ces espaces. En vertu de la pro-
position 3.4, les 284 espaces de 10 points qu’on obtient de cette
maniere sont deux a deux non isomorphes. Ils ont une seule
droite maximale et ne sont pas isomorphes aux espaces obtenus
en a) car ces derniers n'ont qu’une seule antenne de 3 points.

¢) Soit L un espace linéaire fini de # points ayant au moins
deux droites maximales D, et D, sans point commun. Construi-
sons a partir de L un espace linéaire L de # 4 1 points en intro-
duisant dans L un nouveau point Q commun & D, et D, et joint
aux points extérieurs & D, U D, par des droites de deux points.
L’espace L a exactement deux droites maximales se coupant en
Q. On voit aisément que les espaces 1. et L’ -obtenus de cette
maniére & partir de deux espaces L et L’ non isomorphes sont non
isomorphes (on peut ‘‘reconnaitre” le nouveau point qu'on a
introduit grice au fait qu’il est le seul point commun aux deux
droites maximales de L). ‘

Considérons alors tous les espaces lindaires non isomorphes de
9 points, connexes ou non, ayant au moins deux droites maximales
D, et D, sans point commun et tels que quand on compléte ces
espaces par un nouveau point commun 4 D, et D,, les espaces de
10 points obtenus soient connexes et aient soit zéro soit au moins
deux antennes de 3 points. Les 131 espaces de 10 points ainsi
construits ne sont isomorphes ni aux espaces a) qui ont une seule
antenne de 3 points ni aux espaces 5) qui ont une seule droite
maximale.

d) On peut vérifier dans la table qu'il y a aussi 131 espaces non
isomorphes de 9 points, connexes ou non, ayant les propriétés
suivantes : ils ont au moins deux droites maximales By e Dy
sans point commun et au moins deux points P, et P, extérieurs
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a D, uD,, la droite P,P, n’ayant que deux points, de telle fagon
que quand on les compléte par un nouveau point Q commun a
D,, 4 D, et 4 la droite PP, et qu'on joint Q par des droites de
deux points A tout point extérieur 4 D, U D, U{P, P,}, les
) espaces obtenus soient connexes et ajent soit zéro soit au moins
’ deux antennes de 3 points. Les 131 espaces de 10 points ainsi
r construits n’ont que deux droites maximales par le point d’inter-
section desquelles passe une droite de 3 points. On démontre
comme en ¢) que tous ces espaces sont deux A deux non isomor-
phes. De plus, ils ne sont isomorphes ni aux espaces a) qui ont
une seule antenne de 3 points ni aux espaces b) qui ont une seule
droite maximale ni aux espaces c) dont les deux droites maximales
Seé coupent en un point qui n’est situé sur aucune droite de
3 points.
Il résulte de a), b), ¢) et d) que:

N,(10) > 137 + 284 + 131 + 131 = 683 > 2¢.

4.8. Proposition N,(16) > 215,

I' Démonstration. On voit dans la table qu'il y a 156 espaces
{ linéaires connexes centrés non isomorphes de 8 points dont le
L centre n'est pas un point de recollement et 1687 espaces linéaires
connexes centrés non isomorphes de 9 points dont le centre n’est

pas un point de recollement. On peut démontrer que tous les
espaces linéaires connexes de 16 points obtenus en recollant en
leurs centres chacun de ces espaces de 8 points avec chacun de
ces espaces de 9 points sont deux a deux non isomorphes, d’ot :

: N(16) > 156 . 1687 — 263172 > 215,

4.9. Proposition. N,(17) > 218,

{ Démonstration. En introduisant un point libre sur une des
droites maximales de chacun des espaces de 16 points construits
en 4.8, on obtient des espaces connexes de 17 points deux a deux
non isomorphes, d’o :

N.(17) > 263172 > 215,




==L

5. DEMONSTRATION DU THEOREME C

9.1. Proposition. Pour tout entier naturel n > 1 :
N(n) = N,(n) + N(n — 1)

Démonstration. En vertu de la proposition 3.2, les N(n —1)
espaces linéaires de # points construits en ajoutant un point
isolé & tous les espaces linéaires non isomorphes de 7 — 1 points
sont deux a deux non isomorphes. Comme ils sont aussi non
connexes, l'inégalité ci-dessus en résulte.

5.2. Théoréme C.
N(n) >2» pour tout n > 10.

Démonstration. Remarquons d’abord que si N(n — . Al
(avec 7 > 10), il résulte de 'inégalité 5.1 et du théoréme B que

N(#) > 2n-1 4 2n-1 — 20,

Comme on sait que N(9) = 384 et que N,(10) > 683 (cf.
proposition 4.7), on tire de I'inégalité 5.1 que :

N(10) > 683 + 384 = 1067 > 2.

Dés lors, une simple induction montre que N(n) > 2" pour
tout » > 10.

5.3. Remarque

Il est évident que la connaissance des triples de points alignés
d'un espace linéaire L quelconque est équivalente 4 la connais-
sance des droites, donc détermine complétement la structure
linéaire de L.

Considérons alors I'ensemble T des triples non ordonnés de
points distincts d’un espace linéaire L de # points et définissons
une application / de T dans I'ensemble {0, 1} de la fagon sui-
vante : I'image par f d’un triple de T est 1 ou 0 selon que les -
points de ce triple sont ou non alignés dans L. A tout espace
linéaire L de # points est ainsi associée une et une seule appli-
cation f, mais si n > 4 toute application f de T dans {0, 1} ne
détermine pas un espace linéaire L.
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On en déduit qu'on a

n(n-1)(n—2)

N(n) <2 *

pour tout entier naturel # avec une inégalité stricte pour n > 4.

5.4. Probléme. Est-il vrai que N(n) > 2N(» — 1) pour toute
valeur de » > 7 ? Il semble qu'’il soit déja trés difficile de mon-
trer que N(n) > 2N(n — 1) pour » suffisamment grand.
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