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Algebraische Berechnung der Anzahl der Isomeren
einiger organischer Verbindungen. |
Von G. Pélya in Ziwich.
Zusammenfassung.
e Stoffe z. B.

fiir die Derivate des Benzols, des Naphthalins und anderer ahnlicher Grundstoffe
durch algebraische Rechnung ermittelt werden. Der prinzipiclle Vorteil diezes Ver-

Es kann dic Anzall der moglichen Strulturisomeren fiir gewd:

fahrens ist, daB dic chemische Theorie ohne Probieren, auf zwangslinligem rech-
nerischen Wege zur Aufstellung der Anzahl der moglichen Strukturisomeren fithri:
pebenbei sind noch die Formeln bei einiver Cewandtheit auch zur Augsrechrung
grofierer Anzahlen oder Aufstellung von Tabeilen brauzhbar. Das zentrole Element
der Rechnung ist die Symmetziefor mel des Grundsioffs; sie ist leicht und durchaus
anschaulich aufzustellen, sie kondensicrt zu einem bloBen algebraizchen Ausdruck
die Vertauschmn_',_\sm6glin“hknit~.:n, welche dic ehemische Thecrie zwischen den sub-

stitutionsfihigen Stellen des Molekiils anpnimmt. Die Herleitung der Tsomerenzablen
bei Angabe der chemischen Substituenten geschicht durch algebraische Sub-
stitation cines cntsprechenden Ausdrucks in die Symmetricformel des CGrundstofls,
Die Arbeit erlintert an mehreren Beispiclen die Aufstellung und den Gebrauch der
Symmetrieformeln und gegen Sehlub, in Nr. 7, auch ibre allgemeine Fassung,
anter tunlichster Vermeidung der Voraussctzung spezieller mathematischer Kennt-
pisse. Einige weitere Anwendungen, welehe zum Teil dic Stereoisomeric betreffen,
woerden in Nr. $ skizziert. Im anschiicfenden Taballentcil werden zuerst die Tse-
mercnzahlon fir die einfachsten organischent Verbindungen zusammengestellt, dana
die wichtigsten Formeln aufgezihlt, welehe aus dem zentralen Ansatz dies r Arbeit
bisher gewonnen worden sind.
' Vorbemerkung.

Tch werde die.im folzenden aufzustellenden Forweln hier nicht beweizen.
Die Bewelse, welche nicht ganz naheliezend sind, sollen in ciner Zeitsehrdt ver-
sifentlicht werden, welche den Mathematikern Jeichter zuginglich ist?). Teh werde
die Formeln nur mit einigen Erlauterungen begleiten, und insbesondere werde icl:
ihren Gebrauch zur numerischen Rechnung in Reueln fassen. Ich werde jedoch mit
Zahlenbeizpiclen sparsam umgzchen, da ich den Raum dieser Zeitschrift nicht iiber
Gebibr beanspruchen méchte, Nur sowelt habe ich dic Beispicle avsgefilivt, dall
sich jeder, der sich dafiir interessiort, mit wenig Mithe den Tnhals der Formeln ai
gelaufigen Materien klarmachen kann. Vielleicht wird man bei geniigender Ver-
tiefung den Zusamwenhang dicser algebraischen Formeln mit den chemischen Struk-
turen bhemerkenswert finden.

1. Dic Symmetricformel des Benzols. Ieh nehme als feststehend an,

dul dic scchs H-Atome dee Benrols, weiche durch slnwertive Radixale

1) Eine vorlaufige Mitteilung, welche den Beweis der wesentlichsten Formel
(der Formel (21) dieser Mitteilung) enthitlt, erschienin den Pariser Comptes Rendus
201 (1935) 1167—1169. Eine Ankiindigung dieser Arbeit erscheint gleichzeitig
in den Heclvetica Chimieca Actd.

Zeitschr, f. Kristallographic. 03. Bd. 27
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substituiert werden lkonnen, die Symmetrie elnes starren, regelmiBive,
Sechsecks besitzen. Das Sechseck kann mittels 12 verschiedener L.
wegungen 't sich selbst zur Deckung gebracht werden. Diese 12 Decli-
operationen sind zunichst Drehungen um eine zur Ebene des Sechseclis
senkrechte sechszihlige Achse (Hexagyre), ferner Umklappungen wn
31 3=16 in der Ebene des Sechsecks liegende zweizihlige Achson
(Digyren), schlieBlich ist unbedingt mitzurechnen als Deckoperation die
yRuhe¢, wobci jeder Punkt des Sechsecls mit sich selbst zur Declauyg
kommt. Nun ist wesentlich, darauf zu achten, wie die 6 zur Substitution
einwertiger Radikale geeigneten Stellen, die Ecken des Sechsecks, sich
bei den Deckoperationen vertauschen.

Eine Ecke, welche bei der Deckoperation am Platz bleibt, d. h. mit
sich selbst zur Deckung kommt, bildet einen Zyklus von der Ord-
nung 1.

Zavei Beken, welche bei der Deckoperation miteinander vertauscht
werden, bilden zusammen elnen Zyklus von der Ordnung 2.

Drei Ecken 4, B, €, welche »in der T unde « miteinander vertauscht
werden, nimlich so, dafll nach Vollbringung der Deckoperation 4 den
Platz vou B, B den von C, und (' den Platz von A einnimmt, bilden 7u-
sammen einen Zyklus von der Ordnung 3.

' So kann man weiter Zyk-
len von der Ordoung 4,5, ...
und von einer beliebigen Ord-
nung o definieren. Bel den

: Deckoperationen des Benzols
J[D @ @ % (des Sechsecks) kornmen nur
% Zyklen von den Ordnungen 1,
2, 3 und 6 vor. Es hezeichne
im folgenden
f;zf; @ @ /leinenZyklusersterOrdnur‘:f_'.
fo y  zweiter »

f3 » »  dritter »
usw. .
Wir wollen jetzt die Zwol
Deckoperationen des Sechs-

ecks so Kklassifizieren, dall

fe O O Operationen, welche die 6 Jick-
punkte auf shuliche Arb ver

' tauschen, d. h. von jeder

Fig. 1. Zyklusart die gleiche Anzall
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qufseisen, in die gleiche Klasse zusaramengefaBt werden. Die beistehende
Fig: L faBt die 12 Deckoperationen auf fiin Zeilen in fiinf Klassen zu-
cammen. Die Zyklen 1. Ordnung sind durch ein Kreischen, das die am
pPlatz bleibende Ecke bedeckt, bozeichnet, die Zyklen 2. Ordnung sind
durch eine stark ausgezogene Verbindungslinie, die von der 3. Ordnung
durch ein mit Umlaufsinn versehencs Dreicck, die von der 6. Ordnung
durch ein Sechseck hervorgehoben. Jede Klasse wird durch ein Symbol
charakterisiert: Das Symbol des Zyklus wird mit einem Exponenten ver-
schen, der die Anzahl der Zyklen der betreffenden Art in der Deck-
operation angibt, and wenn es verschiedenerlei Zyklen gibt, werden diese
Potenzen mitcinander multipliziert. So heiflt f3: drei Zyklen wweiter
Ordnang, und 2 f3: zwel Zyklen erster und ebensoviele zweiter Ordnung.

Wenn man nun das Potenzprodukt, das die Klasse charakterisiert,
mit. der Anzahl der Deckoperationen in der Klasse multipliziert, die so
erhalter n Glicder addiert, aud zum SchluB die entstandene Summe
durcl die Anzell der Deckoperationen dividiert, so entsteht die Sym-
metrieformel des Benzols

f+ M+ SRR+ 2B+ 2o "
12 ’

9. Symmetrieformeln im allgemeinen. Wenn der Leser dic erliduterte
Entstehung der Formel (1) aufmerksam verfolgt hat, so wird er in jeder
Einzelheit der Formel eine anschauliche Bodeutung erkennen. Formel (1)
ist sozusagen nur eine algebraische Zusammenfassung der Vertauschungs-
moglichkeiten der 6 substitutionsfihizen Stellen des Benzolmolekiils.
Auf @hnliche Art konnen die Vertauschungsmglichkeiten der sub-
stitutionsfihigen Stellen auch fir andere Stoffe in eine Formel konden-
siert werden. Die Beschreibung war im Talle des Benzols so ausfithrlich,
da8 in den nachfolgenden Fillen kurze Hinweise geniigen ditrften.

-y

Das Napbthalinmolelkill | \ besitzt 8 substitutionsfihige H-

AV

Atorne und liBt + Deckoperationen zu: AuBer der Ruhe oder Selbst-
deckung noch 3 Drchungen von 180° um 3 aufeinander senkrecht stehen-
den Digyren. Die Rube lilt jedes H-Atom auf scinem Platz, d. h. ste
veranlaBt 8 Zyklen von der Ordnung 1; das Symbol ist j7. Jede Digyre
tauscht dje 8 Atome paarweise aus, d. h.es gibt 4 Zyklen von der Ord-
nung 2; das Symbol ist /5. Dic Symmetrieformel des Naphthalins lautet
i + 31 2
hrek, @)
27%

L
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Das Anthrazenmolekiil | L | ~ hat dieselben Deckopers-
NN

tionen wie das Naphthulimnolekiﬂ, nimlich 3 Digyren, es hat aber mw.
substitutionsfihige H-Stellen mehr, pimlich 10. Die Symmetricfornicl
ist (eine der Digyren verta useht die Ecken anders als die beiden anderen)

10 2 _9f
Y
NN ,
Das Molekiil des Pyrens | | hat zwar eine andere Formn als

.
das des Anthrazens, aber genau so viel substitutionsfihige H-Stellen wnd
die gleichen Deckoperationen. Vlan itberzeugt sich leicht, daB auch dieseu
Stoff dic gleiche Symmetrieformel (3) zukommt.
Die Symumetrieformel von Phenanthren (10 sub- "\
stitutionsfihice H, cine Digyre) lautet so: l 1
O : NN

it L
; (4) A/
|

NS

Die Symmetrieformel von Thiophen (4 substitutionsfihige H, cine Digyre)

ist s-o: _ﬁ%ﬁ | :‘\7

(5) ;

Natiirlich ist (3) auch die Symmetrieformel des Furans, und auch die des
Pyrrols, insofern als von den Substitutionen des mit N verbundenen
H-Atoms in der letzten Verbindung abgeschen wird.

Wer sich die Lleine Mithe nimmt, den Zusammenhang der Formeln
(1), (2), (3), (&), (5) mit den Vertauschungsmoglichlkeiten der substibution--
filhigen H-Stellen in dem betreffenden AMolekiil sich llar zu machen, dor
wird keine Schiwierigkeit haben, dhnliche Formeln filr weitere Stol!
hinzuschreiben. In irgendeiner analogen Formel setzt sich der Zihler au-
Gliedern von der Gestalt

Konst. £22f;

zusammen, wobel aw -+ bf 4 ¢y in jedem Glied denselben Wert L
pimlich die Gesamtanzahl der substitutionsfihigen Stellen bedeutet.
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3, Berechnung der Anzahl der isomeren Derivate aus der Sym-
metrieformel des Grundstoffes. U die Anzahl bestimmter strultur-
isomerer Derivate eines gegebenen Grundstoffes aus der Symmetrie-
formel des Grundstoffes zu berechnen, muf man in diese Formel fitr / eine
pestimumte, sofort niher zu crkliarende Funktion einsetzen, welche je nach
der Natur der Derivate von einer Verinderlichen z, oder von zwel Ver-
snderlichen = und 7, oder von drelen z,%,2 oder von noch mehreren ab-
hangt: eine Funktion f(z) oder f(z, y) oder f(z,7,2) usw., je nach dem
Fall. Wenn /() eingesetzt wird, so setze man

h=1w), fL=1%, =1/,
Wenn f(z, i) eingesetzt wird, so setze man
fl:f(x7 ), /2:/(12> Jz)’ f.}:/(”o3’ yg):
und so dlinlich bei beliehig viel Verdnderlichen.

1. Regel. Wird in die Symmetrieformel des Crundstoffs
1+ fur j eingesctzt, und dann nach Potenzen von z ent-
wickelt, so crgibt der Kocffizient von z* die Anzahl der-
jenigen isomeren Derivate, welche aus dem Grundstoff ent-
stehen beim Lrsctzen von n H-Atomen durch dasselbe cin-
wertige Radikal X. _

Nechmen wir das Beispiel, das am schnellsten ausgerechnet ist: Wird
in die Symmetrieformel (5) des Thiophens 4 + fiir f eingesetzt, d. h.

fi=1+2 f2:1—}~cc2
gesetzt, so erhillt man
(fl-kac)"—l—(zl_—{—ac?_)2 i—}—4x—}—6932+4x3+x‘+l+212+aﬁ
2 ' 2 '
=142z 4 42% 4 22% + 3.

TJeder Kocffizient in der letzten Zeile gibt die Anzahl méglicher Isomeren
gewisser Derivate des Thiophens an.

Der Koeffizient 2 von 2z ist die Anzahl der Isomeren bei Sub-
stitution eines H-Atoms.

Der Koeffizient 4 von {22 ist die Anzahl der mdglichen Isomeren bel
Substitution von zwei H-Atomen durch dasselbe einwertige Radikal usw.

Man wird sich die Dedeutung der Formel am besten merken, wenr
man unter jedes Glied die Figuren der durch den Koeffizienten abgezihl-
ten Isomeren hinzeichnet: ‘
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Ehenso erhilt man die jedem Organiker gelaufigen Anzahlen de:
Benzolderivate mit lauter gleichen einwertigen Substituenten aus der
Formel (1) durch Finsetzung von 1 + % fir f und Ordnen rach Potenzen
von z (ich iberlasse dem Leser die Zavischenrechnung): '

(L a)f + 40+ P 3 E) (14 @p 42t PP 20T

12 (6)
:'1—%—11—1—3.%2—&—3:/;34—3m4—‘r15+m3.

7. B. ist der Koeffizient 3 von 3«2 die Anzahl dor drei Klassischen Stel-

lungen bei sovei Substituenten: det Ortho-, Meta- und Parastellung.

Der Leser kann sich durch Durchfithrung shnlicher Rechnungen an den

iibrigen Symmctrief_ormeln von der Richtigkeit der 1. Regel itberzeugen®).

2. Regel. Wird in die Symmetrieformel des Grundstoffs
{4 oty fur f eingesetzt und dann nach Potenzen von & und
y entwickelt, so ergibt der Koeffizient von 7y die Anzehl
derjenigen isomeren Derivate, welche aus dem Grundstoff

1) Bel Durchfithrung lingerer Rechnungen empfichlt es sich »tabellarisch
zu rechnen. Ich gebe hier die Tabelle fiir die Durchiiibrung der eben dem Lescr
iiberlassenen Zwischenrechnung (isomere Benzolderivate):

1 x x? o . ol o

i 1 6 15 20 15 6 i

48 4 12 12 4

3]1" f% 3 6 9 12 9 o 3

2 2 4 2
T | I

12 12 36 36 36 12 - - 12

i i 3 3 3 1 i
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cntstehen beim Ersetzen von & H-Atomcen durch & gleiche
cinwertige Radikale A und von [ weiteren H-Atomen durch I
untercinander gleiche, aber von X verschiedene, einwertige
Radikale Y.

Wihlen wir z. B. Naphthalin als Grundstoff. Wir miissen dann in
Formel (2) 1 + =z + y fiir f cinsetzen, also

h=1+241y fa=1+4 >+ 3
setzen. Eine mechanische Zwischenrechnung ergibt die Entwicklung

o L )8 4 2 2)4 :
(i+o+y) +43(£+¢__"+y) = 14+22 41022 + 44y + 144

4222y 9200 £ T0%y A14 a2 - 140252 L
¢s sind nicht alle Glieder angeschrieben, man kann jedoch die fehlenden
aus den hingeschriebenen leicht ableiten. Jedes Glied hat eine bestimmte
Bedeutung. So bedeutet z. B. das Glied 102%, dall 10 isomere disub-
stituierte Naphthalinderivate bei zwel gleichen Substituenten méglich
sind; das Glied 1402%y* sieht 140 Isomeren fitr ein Derivat von der Form
ChoH, XY, vor, wobei X und Y voneinander verschiedene einwertige
Radikale bedeuten.

3. Regel. Wird in die Symmetricformel des Grundstoffes,
dessen chemische FornelC H lauten mége, { oLy | zfur
eingesetzt und dann nach Potenzen von z, y und z ent-
wickelt, so ergibt der Koeffizient von z*y'2” die Anzahl der
isomeren Derivate von der Gestalt

CoHyron XY, 2,

wobel X, Y, Z drei voneinander verschiedene einwertige
Radikale bedeuten. Ahnliche Bedeutung hat die Einsetzung
von 1+ x4+ y-+z-+u in die Symmetricformel bei Substi-
tuieren von viererlei einwertigen Radikalen in den Grund-
stoff. U.s. w.

Durch die vorangehenden Regeln kann man viele rechnerische Auf-
gaben iiber Strukturisomere losen, jedoch nicht alle. Die wichtigste
noch ausstehende Frage ist wohl dic Frage nach den Isomerien der Alkyl-
derivate. Wenn X das Methylradikal — CH, und ¥ das Athylradikal
— O, Hy bedeutet, so sind das disubstituierte Derivat mit X, und das
monosubstituierte mit Y zueinander isomer. Diese Kowmplikation wurde
bei den vorangechenden Regeln natiirlich noch nicht berlicksichtigt; es
wurde bisher stillschweigend angenommen, dafl X und Y voneinander
unabhingig sind, d. h. dali irgendeine Kombination X, Y, von irgend-
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einer anderen X, Y in der molekularen Zusammensetzung versehicdiy
ist, ausgenommen natiiclich den selbstyerstindlichen Ansnahmefall, wi
k=p1=¢- Gedoch konnen dic SynlﬂL("-tL'.L(_‘fOT‘i'nC:hl bei richtiger Be-
handlung anch dic Anzahlen der Alkylderivate erzeugen, wie die folgend:
Regel zeigt.

4. Regel. Wenn man die Anzahl derjenigen isomarcn
Alkylderivate eines bestimmbten Grundstoffs zu findoen
wiinscht, welche pei Lrsetzung vou I -Atomen durch Allevl-
radikale entstehen, und zwer so entstehen, daB C,H,, zum
Molekiil hinzutritt, SO getze man in die Symmetrieform;;l
des Grundstoffs die Krihe

r(z)=1-+2o+ :52+2m3—'r~1x4—1—87;5—\—'l7w5+... ()
fir f ein und entwickle nach Potenzen VoL . Der Koeffi-
zient von " liefert die gewiinschte 72hl der Isomeren.

Die Bedeutung der TReihe (7) kann man sich aus folgender Zusammen-
stellung merken:

T A 2 A4 22+ 4ot S+ ...
_y —CH, —CHy — C,H; — C,H,.
Allgemein zeigh in der Reihe (7) der Koeffizient von z™ die Anzahl dex
isomeren Alkylradikale —C, Hypyq 205 2 B. soll das Glicd gz5 an die
8 verschiedenen strulkturisomeren Amylalkohole erinnern.
Setzb man fiw f die Reike (7), also
=117 +(02—}—27;3+4w4+...,
f2:1+m2+m4+2w6-%4m"3+...
usw. in die Symmetrieformel (1) des Benzols ein, sO findet man nach
langerer, aber ganz mochanischer Rechnung (tabellarische Durchiihrung
vorteilhaft!) dic Reihe
1+m+4w2—}—813+22$4+517§+136x6—}—... (8)
In dieser Reihe st allgemein der Koeffizient von =% die Anzahl der homo-
logen Benzolkohlenwasserstoife von der olekularformel CornHoson’
z. B.sind in dem Koelfizienten 4 des Gliedes 4 2% die drel Xylole und da»
Athylbenzol aufgezihlt., Das (lied 1362° zeigh an, daB 136 zueinand:s
isomere Allylderivate des Denzols von der Molekularformel CyoHis ™

erwarten sind usw. :
N . . . .. . . T
. Ahnlich entsprich® auch in anderen Fillen die algebra.lsche S

stitution der’ Reihe (7) in die Symmct-rie'formel des Grandstoffs &

chemischen Sybstitution von Alkylradikalen in den Grundstoff.

Sym
VvOIL
Ly Ora
subs

el
[Rate
dee

Pla
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4. Symmetrieformeln fiir die extrenien Symmetriefiille. Bel den
gymmetrieformeln handelt es sich wm die Vertauschungsmdglichkeiten
von p Stellen eines Moleldils, welche mit demselben Radikal (in allen
vorangehenden Beispiclen H —) besetzt sind, und auf welchen das Radikal
cubstituierbar 1st. Es sind dabei zwel extreme Fille zu beachten.

Dic Symmetrie ist moglichse niedrig oder moglichst arm zu nennen,
venn alle p Stellen verschiedenartig sind, so daB keine eigentlichen Ver-
rauschungen moglich sind. In dicsem Falle ist die Ruhe, d. b. die Selbst-
deckung die einzige Deckoperation; alle p Stellen bleiben dabei an ihrem
Platz, sic bilden p Zyklen L. Ordnung. Das Symbol dieser Deckoperation ist

€ (9)
and dies ist die Symmetrieformel fiw die niedrigste Symmetric von p
Stellen.

Die Symmetrie ist mozlichst hoch oder mdglichst reich zu menuen,
wenn dic p Stellen auf alle mézlichen Arten vertauscht werden konnen.
Es lassen sich p Dinge bekanutlich auf ’

1.2.3 ... p=p!

Arten vertauschen; somit ist die hochste Symmetrie von p Stellen da-
durch charakterisiert, daf p! Deckoperationen vorhanden sind. Es wire
lelcht, die Symmctrio[ormel fir diesen Fall auf Grund von Kenntnissen,
die dem Mathematilker gelitufiz sind, fiix allgemeines p hinzuschreiben.
Ich ziehe es vor, mich auf die Fille p =2, 3, 4 zu beschriinken und
dic Behandlung diescr Falle auf die geometrische Anschauung zu stiitzen.

Fall p == 2. Man hat sich 2wei Punkte auf den beiden Enden einer
Strecke vorzustellen. Die Anzahl der Deckoperationen ist 2! = 2. Die
eine Deckoperation 1st die Ruhe; beide Punkte bletben am Platz, das
Symbol ist /. Die andere Deckoperation ist die Umwendung der Streclze;
die beiden Punkte werden ausgetauscht, das Symbol dieses Zyklus 2. Ord-
nung ist f,. Die Symumetricformel ist

(ff + £2)/2. (10)

Fall p _ 3. Man hat sich 3 Punkte in den 3 Ecken eines regel-
miiBigen Dreiecks vorzustellen. Die 3! = 6 Deckoperationen sind:

Rube, alle 3 Eckpuulte bleiben fest. Das Symbol ist f3.

Drei Umklappungen um die drei Jidhen des Dreiecks (Digyren). Eine
" Ficke bleibt fest, die beiden anderen werden ausgetauscht. Symbol: fyfp-

Zwei Drebungen, nach links und rechts, von 120° um das Lot zur
Dreiecksebene durch den Mittelpunkt (Trigyre). Fcken zyklisch ver-
tauscht: fs. '
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Die zusammenfassende Symmectrieformel ist
(f§+3f1f2+2f3)/6- - {11

Fall p = 4. DMon hat sich 4 Punkte in den 4 Ecken eines regl:
Tetracders vorzustellen. Von den 4! = 24 Deckoperationen sind ny; i
Hilfte eigentliche Bewegungen, die andere Halfte sind Spiegelungen |,
Drehspiegelungen. Wir zihlen alle 24 auf:

Ruhe, die 4 Ecken fest: f}. ‘

Um jede der 4 Hohen 2 Drehungen (nach links und rechts), i,
gesamt 8 Drehungen von 120° (Trigyren). Die Ticke, von der die Ho,
ausgeht, bleibt fest, die 3 anderen werden zylklisch vertauscht: f1fs.

Es gibt 3 Verbindungslinien von Mittelpunkten von je zwel Gegon,
kanten; sie bilden 3 aufeinander senkrechte Digyren. Jede der dvei 151
Drehungen tauscht die 4 Ecken des Tetracders paarweise aus: /3.

Die Ebene durch eine Kante und durch die Mitte der Gegenkante i.:
cine Spiegelebene; es gibt 6 solche Ebenen. Die Spiegelung lift 2 Rels,
fest, vertauscht die anderen zwei: [3,.

Jede der 3 aufeinander senkrechten Achsen, welche vorher ul
Digyren benutzt wurden, liefert noch 2 Drehspiegelungen: Drehung
90°, dann Spiegelung in der zur Achse senkrechten Ebene durchs Tetru.
ederzentrum fithrt das Tetraeder in sich selbst itber. Die 4 Ecken ver-
tauschen sich dabel zyklisch. (Man achte aul den geschlossenen Linten-
zug, den dic 4 nicht durch die Achse gehenden Kanten bilden!) Sym-
bol: f,.

Alle diese Vertauschungsmoglichkeiten sind zusammengefaBt in der
Symmetricformel

(i + 8hty + 375 + 6/3f, + 6/,)/24 (12)

5. Alkylradikale. Wenn man von der Reihe (7) das Anfangsgliod
abtrennt, so bleibt die Reihe
() —1l=2+ 2%+ 225+ 4ot + 8% + ... = g(x) (13)
zuriick. Das Anfangsglied 1 stellte, wie in Nr. 3 besprochen, das Radika!
H— dar; nach dessen Abtrennung bleibt die Reihe (13) zuriick, welcl
dic -Alkylradikale, oder was auf dasselbe herauskomms, die Alkohole
(der Grenzkohlenwasserstoffe) abzahlt, derart, daB der Koeffizient
von * die Anzahl der verschiedenen strukturisomeren Radikule
— C,H,,.; oder, was dassclbe ist, die Anzalil der €, H,, ., OH angilt.
- Die Einsetzung der Reihe (13) in eine Symmetrieformel hat eiu
etwas andere Bedeutung als die der um das Glied 1 groBeren Reihe (7):
Die Einsetzung der Reihe (i3) bedeutet, dall simtliche substitutions-
fahigen H-Atome des Grundstoffes durch Alkylradikale ersetzt werden.



Algebraische Berechnung der Avzahl dor Tsomeren usiw. 425

(lingegen muBten bei der in der 4. Regel besprochenen Tinsetzung
cou (7) nicht notwendigerweise alle substitutionsfihigen Stellen duarch
\lkylradikale besetzt werden, sondern es durften etwelche H-Atome
auriickbleiben — EinfluB des Gliedes 1)

Die Reihe (13) zihlt alle isomeren All-ohole in ihrer Gesamthelt ab.
Es ist nun bemerkenswert, dafl man aus der Gesamtheit der Allkohole
ire drel speziellen Arten, die primiren, die sekundaren und die ter-
riaren Alkohole gewissermalien Lerleiten kann.

Bei den priméren Alkoholen ist dies klar. Einen primiren Alkohol
ann man sich (wenn nicht experimentell, sc doch schematisch) so ent-
standen denken, daB eine bestimmte H-Stelle des )Iethylalkohols als
substitutionsfihig angesehen und darauf ein Alkylradikal gesetzt wird.
Die Anzahl der primiren ¢, H,, .,OH ist also ebensogrof wie die
Anzahl aller C,_yHs 1 OH. Daher ist die Reihe, welche die pri-
miren Alkohole ebenso abzihlt, wie (13) alle Allzohole:

x2+x3+2$*+4w5+...::I.tg(a;). (14)
Der Faktor z bedeutet: zu C, 1 Hy—1 01 tritt noch cin weiteres C
hinzu. )

Dic sekundiren Alkohole entstehen (kounen als entstanden ge-
dacht werden), wenn zwel H-Stellen des Methylalkohols als substitutions-
fahig angesehen werden, Nun sind diese beiden Stellen vollkommen sym-
metrisch, ihre Symmetrieformol ist (10). Die abzahlende Reihe [in
analogem Sinn wie (13) und (14)] erhilt man, indem man in (10)

o

fr=g(2), fo = 9(z%)
sebzt und, um das Hinzutreten eines weiteren C-Atoms zu beriicksichtigen,
den Faktor s hinzuliigt:

R+ 9s?) | )

2

Die tertiiren Alkohole entstehen, wenn alle drei H-Stellen des

Methylalkohols als substitutionsfihig angeschen und auf alle drei Alkyl-

radikale gesetzt werden. Nun sind diese drei Stellen vollkommen sym-

metrisch, ihre S}nnmetrieformel ist (11). Die abzihlende Reibe [in
analogem Sinn wie (13), (14) und (15)] erhdlt man, wenn Mman in (L1)

— ol — (2 — (3

fr=9(2), fo = g(&?); fs = g(2%)

setzb, und, uin das Tinzutreter eincs weiteren C-Atoms zu heriicksichtigen,
den Faktor z hinzufiigh:

g(@)° +3g9(0)g(=) +29(2%) (16)
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Die Formel (14) zihlt die primdren, (13) zihlt die sekundiiven, (1,
die tertiiren Alkohole ab. Sie enthalten zusammen alle Alkohole, 4.
einer Ausnahme: Der Methylalkohol kaun genau genommen weder ;)
primir noch als sekundir noch als tertifir gelten. Der Methylalkohol wi ,
durch das cinzige Glied = abgezihls (der Txponent ist L: ein Kohlensto|
atom!). Fiigt man also z und (14), (15), (16) durch Addition zusamum,
so erhilt man sdmtliche, durch (13) abgezallten Allcohole: Daher (.,
Resultat

2 _,_ ‘) 7
o(0) = mgle) 4 LI | P+ BRI L2005

Es mag sein, dal die vorangehende Herleitung der Formel (17) jeden,
Leser Mithe machen wird: dem Cheniiker, weil er in der mathematischer,,
und dem Mathematiker, weill er in der chemischen Ausdrucksweise un-
geiibt ist. Jedoch ist die Formel (17) an und fiir sich vollkommen an-
schaulich: sie driickt nur aus, dall der Methylalkohol, die priméren, dio
sckundiren wund dic tertidren Allohole zusammen alle Alkohole aus-
machen, und daf} dicjenigen H von CH, - OH, welche in H; zusammea-
gefallt sind, sich vollkommen symmctrhch verhalten.

Die Formel (17) enthilt nun das Gesetz, gemill welchem die Anzalil
der strukturisomeren C,H,, ,;OH von der Anzahl » der enthaltencn
Kobhlenstoffatome abLiugt. In der Tat: Bezeichnen wir mit T, die An-
zahl der struliburisomeren C 2, ., OH; T, bedeutet die totale Anzall
der Allzohole mit » Kohlenstoffen, d. h. primire, sekundiire und tertiire
zusammen?t), IBs ist also T, =4, Ty, ==1, T, =2, T, =4 usw.; es st
T, genau der Koeflizient von x* in der Reihe (13), so dal} wir diese auch als

. g(z) = T+ Tox® 4 Tyx® - ... (13%)
schreiben kénnen, Nehmen wir nun die Zahlen Ty, Ty, T, . . . als vorder-
hand unbekannt an (die Anzahl T, ist uns ja bei gréBleren Werten
von n tatsichlich unbekannt). Wir kénunen nun die Zahlen 7, 7y, Ty, . .-
aus der Formel (17) bestimmen.

Setzen wir ndmlich (13*) in (17) ein, und entwickeln wir die rechte
Seite nach wachsenden Potenzen von #. Man erhilt nach vollkommen
mechanischer Ausrechnung

Tyo+ Tya? + Tyad + Tyat 4. ..
ot Tyt (1 D 3+(T3+T2T1+Tf+3€if—25)z4+..-
1) Ich @bernehme die Bezeichnung 7, von H. B. Henze und C. M. Blair
um dem Leser zu crleichtern, den Zusarmmenhang zu finden zwischen dem hier Ge-

sagten und den Arbeiten dieser Autoren im J. Amer. chem. Soc. 53 (1031) 3042—30 1%
3077—3085; 55 (1933) 232-—233, 680-—086; 56 (1934) 157.
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I, dieser Gleichung muf} jede Potenz von links und rechts denselben
{ocfizienten haben. Setzen wir die Koeffizienten von z links und rechts

cnander gleich, und ebenso fir a2, =%, @3, .. .. Wir erhalten
T, =4,
T,=T,,

T3: Tr_){"‘f" (T% _:_ Tl)/?‘)
T, = Ty+ T, Ty + (T3 + 375 + 2796,

Die erste dieser Gleichungen ergibt T,. Die zweite croibt, unter Beriick-
sichtigung des gefundenen Wertes von 77, den Wert von 7'y, die dritte ergibt
T, wenn wir die vorher ermittelten 74, 7', heranzichen, und ganz all-

emein erhalten wir T, rekursiv, d. h. auf Ty, Ty, - .. T, _, zuriick-

[s)=)

greifend.

Ich gehe auf dic aumerischen Einzelheiten nicht ein; denn sowelt
die numerische Ausrechnung in Frage kommt, fills die hier gegebene
Vethode zur Ausrechnung der Anzahl T, der isomeren C, Hy, .01 vell-
stindig mit der Methode zusammen, welche Henze und Blair sehr klar
und korrelkt durchgefithrt habenl). Die Formel (17), welclie das Gesetz
der Rekursion in konzentriertester Torm cnthiilt, hat gewisse Vorteile
(vgl. Nr.8).

6. Vorschlag einer neuen Bezeichnung zur Ubersicht iiber dic iso-
meren Derivate cines Grundstoffs. Man kann aus dem bisher Besproche-
nen den Bindruck gewinnen, dafy die Symmetrieformeln mit der Struktur
der betrachteten organischen Verbindungen etwas Wesentliches zu tun
haben: An und fiir sich stellen sie die Vertauschungsmoglichkeiten der
substitutionsfihizen Stellen des Volekiils in konzentrierter Form dat,
uwnd das Einsctzen bestimmter Ausdriicke in die Symmetricformel ent-
spricht dem Kinsetzen bestimmter Substituenten in den Grundstoff so
gut, daf3 durch echanische Rechnung die Anzahl der Isomeren heraus-
kommsb. Man kann nun dic hierzu notwendigen Rechenregeln, welche in
Nr. 8 erklirt wurden, durchein Bezeichnungssystem ersetzen, welches sich
den iiblichen chemischen Bezeichnungen gub anschlieBt und von den iib-
lichen mathematischen Bezeichnungen nur cine kleine Konzession verlangt.

Tch erlautere die neuc Bezeichnung am Beispiel der Benzolderivate.
Setzen wir in die Formel (6)

= X[H

1) Vgl. FuBnote auf der vorhergehenden Seite. Von den numerischen Resultaten
von Henze und Blair kann ich inshesondere die Isomerenzahlen fiir Cyg H,, OH,
Cyg Hyp und Oy Hyy bestitizen.
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und multiplizieren wir beide Seiten mit C8H®. Es entsteht die Forn,
(die algebraische Identitit)

2 2 2,2 32

(H H) +4(1TX) +3(1 ' iﬁ) (H}) +2(1+}£13) +2(1+‘[§5j
s i I A W
=CSHSHCOH3X - 3CPHA X2+ 3C H3 X3+ 3CS H2 X - CSH X5 OO\,
Diese Gestalt ist nicht zufriedenstellend: die linke Seite ist uniibersichy
lich, die rechte Scite widerstrebt den Gewohnheiten des Chemikers. Stellen
wir also auf der linken Seite die iibersichtliche Symmetrieformel (1)
wieder her, deuten wir die Einsetzung von

X

nur an, und verlangen wir von dem Mathematiker die (ihm nicht schwer
fallende, ja gewohnte) Konzession, die Exponenten herunterzuziehen, aus
CS8H*® das Symbol €y H g zu machen. So entsteht die Formel

6 4 3 3 2 : 9 2 .
h44f+ _1}72 fi + 2fs C H, —
T XH

=Cell, +C I X +3CsH, X, + 3C Hy X3+ 3CH, X+ CoHX+ Co X

Diese Formel, glaube icl, enthiilt in vollstindiger und nachpriifbarer
Weise alles, was man von ihr verlangen kann.

Sie enthilt links:

Die Bezeichnung des Grundstoffes Cyl .

Die Bezeichnung des substituierten Bestandteils H im Nenner, dic
des Substituenten X (beliebiges einwertiges Radikal) im Zibler des ein-
zusetzenden charakteristischen Ausdrucks

f=4 4+ (X/H).

Die Symmetricformel (1), welche, in konzentrierter Form, nur an-
gibt, welche Vertauschungen der substitutionsfihigen Stellen die chemische
Theorie zuldlt.

Sie enthalt rechts:

Die Aufziihlung der Substitutionsprodukte, jedes mit der 1hm zi-
kommenden Anzahl der Strukturisomeren.

Die Formel — dies ist die Hauptsache — ist ableitbar oder nacl-
priifbar: Es geniigt fiir f den Ausdruck einzusetzen, die Indizes wiedet
in die Héhe zu zichen (aus CgH, X, wieder C8 H2X* zu machen), und v

entsteht eine algebraische Identitit.
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Man setze in der Reibe (8)
2 =CH*=CH3H

and schreibe sich die Gleichung auf, aus der sic durch Anwendung der
(. Regel entsprungen ist; durch analoge Umformung erhillt man

81 3 i 242 1.9
f 4]’ T 3/1112 + f& I )‘9 06}16 —
CH, C.,H, 2C,H, 40 H
f:H-—H“+~}1—-s~~H R e R

— O H,+ C;Hy + 4CyHyy -+ 809H12+‘22010H“

Die linke Seite stellt die Ersetzung von I durch dic Alkylradikale
—CH,, — G, . .. indem Benzol dar, dessen Symmetric in Erinnerung
nerufen w ird, dle redlto Seite ziahlt die Produkte der Lrsctzung jod*s
mit seiner Isomerenanzahl auf, und die ganze Formel ist cine, nur durcl
die Stellung der Exponenten nmbhextc, algcbruische Ldentitit.

Allgemeine Fassung der mit den Symmetricformeln lgsharen
Aufgaben. Es wurden bisher die Symmetrien der substitutionsfihigen
Stellen gewisser organischer Stoffe betrachitet, Will man aber die Be-
trachtung auf andere Symmetrien wusdehnen, etwa aul Symumetrien,
welche dic anorganische Chemic oder die Kristallographic darbictet, so
empfichlt es sich, den mathematischen Zusammenhang, der hinter den
bisherigen Beispielen steckt, in den Vordergrund zu stellen und allgemein
au formulicren. Bel dieser allzemeinen Formulierung mufl man aber
einige mathematische Begriffe gebrauchen, welche nicht zu den ersten
Elementen geldren und um deren explizite Brwihnung wir bisher herum-
gekommen sind, allerdings etwas auf Kosten der Kiirze,

Ich will also dic allgemeine mathematische Aufgabe formulicren,
von deren Losung wir schon wiederholt Gebrauch gemacht haben. Ich
lasse an einer Stelle cine unwesentliche Spezialisierung eintreten: ich
spreche von drei Sorten von Gegenstiinden, anstatt von einer beliehigen
Anzahl n von Sorten zu sprechen. Ich gebrauche eine moghichst konkrete,
raumliche Gegenstinde heranzichiende Tinkleidung, und lege die Daten
der Aufgabe in drei Etappen dar. '

(I) Gegeben ist eine Reihe von Figuren. Dicse Figuren cuthalten drel
Sorten von Gegenstinden, sagen wir rote, blaue und gelbe Kugeln. Wenn
aber die Reihe der Figuren gegeben ist, so ist mitgegeben die Anzahl
derjenigen Figuren, dic genau % rote, I blaue und m gelbe Kugeln enthalten;
diese Anzahl sei mit a,,,, bezeichnet.
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(I1) Gegeben sind p bestinnnte Purkte im Raum. Gegeben ist ferney
eine Permutationsgruppe $, welche & Deckoperationen (Permutationen)
umfaBt, d. h. das System der » Punkte auf # verschiedene Weisen mit-
einander zur Deckung bringt. Wenn aber dic Permutationsgruppe $
gegeben ist, so ist mitgegeben die Anzahl derjenigen Deckoperationen,
welche die p Punkte auf folgende besondere Art permutieren: j; Punku.
bleiben am Platze, 27, Punkte, zu j, Paaren geordnet, werden paarweis
vertauscht, 37, Punkte, in j; Zyklen angeordnet, werden zyklisch zu drit
vertauscht, 4§, Punkte, in §, Zyklen angeordnet, werden zyklisch zu vierey
vertauscht usw.; die Anzahl solcher Deckoperationen sel mit Hj ; . ... .,
bezeichnet. Natiirlich mull zwischen den Anzahlen 7y, 75, 720 ... der
Zyklen verschiedener Ordnungen, da ja insgesamt p Punkte da sind,
der Zusammenhang

L e R P (18)
bestehen. Wird die Summe iiber alle mit (18) vertriglichen Systec
71 Jo, - - - erstreckt, so ist natinlich

2H

(I1I) Wenn wir p Figuren aus der unter (I) erwihnten Reihle in den
p unter (1I) genannten Punkten aufstellen, so catsteht eine Konfigura-
tion. Es ist gestattet, was ausdricklich hervorgehohen sel, die Figuren
zu wiederholen, d. h. dieselbe Figur auch in mchreren, eventuell auch in
allen Punkten derselben Koufiguration aufzustellen. Zwei Konfigura-
tionen sind natiirlich nur danu als gleich za betrachten, wenn an jeder
Stelle, Punkt fiir Punkt, dieselben Figuren aufgestellt sind. Es konnen
aber auch zwel verschiedene Konfigurationen in bezug auf dic
Gruppe O gleichwertig sein, nimlich dann, und nur dann, wenn s
in der Gruppe © eine Deckoperation gibt, welche die beiden Konfigura-
tionen miteinander zur Deckung bringt.

(IV) Man lenke die Aufmerksamkeit auf diejeniger Konfizurationen.
welche gegebene Anzahlen von den dreierlei Kugeln enthalten, sagen
wir k rote, I blaue und me gelbe; man vernachlissige den Unterschied von
solchen, dic in bezug auf dic Gruppe $ gleichwertig sind und man suche
die Gesamtzalhl der in bezug auf $ ungleichwertigen Kon-
figurationen mit Kugelinhalt &, 7, m. Die gesuchte Zahl sei mit

Ay, bezeichnet.

=h. (19)

Jydarg 0t iy

- ' . s 4 ~ 1 ~ R 1

Der Lésung geht eine Zusaummenfassung des Gegebenen wie auw -

des Gesuchten zu algebraischen Gebilden, deren Besprechung folsr.
voran.
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(I') Man faBt dic mit der Angabe der Figurenreihe mitgegebenen
Anzallen a,,,, zu ciner Reihe zusammen, die nach wachsenden Potenzen
von drei Verdnderlichen , ¥, z zu ordnen ist:

f(@, y:2) = 2] gty

= (g + Q100 ® + Ugr0Y + T2 + Qogo®® + gy + .o
[n dieser Reihe sind die Veriinderlichen den Kugelsorten zugeordnet:
2 den roten, ¥ den blauen, = den gelben Kugeln. Jeder Koeffizient aibt
Jie Anzahl der verschiedenen Figuren mit spezifiziertem Kugelinhalt an;
wie groB der Inlialt an Kugeln jeder Sorte sei, wird durch den Fixponenten
der betreffenden Variablen spezifiziert. Die Reilie zihll also die Figuren
nach ilivent Inhalt al; man konnte sie die abzihlende Potenzreihe
der Figuren nennen. Die Funktion f(s, 7, 2), welche entwickelt dic ab-
zihlende Potenzreihe crzeugt, nennt man dic crzeugende Funktion
der Figuren,

(IT) Man faBt die mit der Angabe der Gruppe $ mitgegebenen An-

zahlen JI, ..., zu cinem algebraischen Gebilde zusanmien:
1
M

b =

ip
I fla Ire :

- PEREIIN (Y N (20)
die Sunumation ist [wie frither in (19)] tiber alle it (18) vertriglichen
Systeme jy, Jp - - . zu erstrecken, Hs st (20) die an vielen spezicller Bei-
spiclen vorgefithrte Symmetricformel der Permutationsgruppe 9.

(IV') Genau so, wic unter (I') die gegebenen Anzahlen ¢, der
Figuren zur erzengenden Funktion f(or, y, =) zusammengefalt wurden,
werden jetzt die gesuchten Anzahlen Ay, der in bezug auf B ungleich-
wertigen Konfigurationen zur erzeugenden Funktion

F(r, y, 2)= ,ZA

, gkl
rim YR

|

— A . : I L. A 22 L - i
= Aggo + igy? + Ay + Az - Aygga? + dygzy + -

zusammengefa Bt

Wenn es uns gelingt, die erzeugende Funktion F(z, y, z) der n bezug
auf § ungleichwertigen Konfigurationen zu finden, dann erhalten wir,
mittels der Entwicklurg von F(z, 9, z), alle gesuchten Anzahlen mib einem
Schlag. Nun bestcht die allgemeine Regel: Dic erzeugende Funktion
F(z,9y,2) der in bezug aul & ungleichwertigen Konfigura-
tionen entsteht aus der Symmetrieformel, wenn in dieselbe
die erzeugende Funktion f(z, y,2) der gegebenen Figuren ein-
gesctzt wird. Das Einsetzen von f(z, y, 2) ist wie In Ny. 3 erliutert

Zeitschr. f. Kristallographie. 93. Bd. 28
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vorzunehmen. Esbesteht die mit der formulierten Regel gleichibedeutiy,.g
Formel
Flaz, vy, z

)= g S H A A g ()

Man tiberzeuge sich, daf die gegebene allgemeine Regel dic in i,
besprochenen speziellen Regeln umfaBt.

(I'”) Die »Figuren« der allgemeinen Aufgabe bedeuten in den ..
handelten chewmischen Fragen die zu substituierenden Radikale.

Im Talle der 4. Regel sind dic »Figuren« die Alkyleadilale,
welchen allerdings noch das Radikal H— hinzuzunchmien ist. Es <>1b1 o
eine Sorte von »Kugelng, die C-Atone, In der erzeugenden Funlaior,
der »Iigaren«

fay =1+ o+ 224 223+ 4ot + 825+ . .. ¥/
gibt der Kocffizient von 27 die Auzahl derjenigen Alkylradikale (3i-
guren«) an, deren Inhalt an Kohlenstoffatomen (an sroten Kugeln«) durels
den Exponmm-u von «™ spezifiziert wird.

Im Talle der 3. Regel gibt es drei Sorten von »Rugeln«: die dreierli
einwertigen Radikale X, ¥, Z. Dic hieraus gebildeten »Figuren« sind sehr
einfach: Jeeines dn ser Radikale bildet, fiir sich genommen, cine »Figurs,
und es komimt eine vierte »Figure hinzu, die »Ieu« von allen drei Sorten
&, Y, Z ist: das Radikal H— (das Jaauel die substitutionsfithige Stelle

einnehmen kaun). Die erzeugende Funktion dieser 4 vFiguren « ist
flz,y,2) =1+ y+ 2.

(1I”) Die p Punkte sind die p urspriinglich mit H-Atomen besetzton
Stellen der Strulkturformel des Grundstoffes, auf welchen Substituenten
eingesetzt werden kénnen. Die A Deckoperationen der Gruppe 9 sind
Drehungen, welche die p substitutionsfihigen Stellen untereinander per-
mutieren. Fiir das Benzol ist p =6, k=12, fitr das Naphthalin p =&
b= 4, usw.

(I1I") Durch Einsetzen von p Radikalen aus dem in (I”) aufgezihlten
Vorrat auf die p substitutionsfihigen Stellen entsteht eine »Konfiguration
von Radikalen. Zwelin der Zelchnung als verschieden erscheinende Kon-
figurationen kéunen jedoch physikalisch gleichwertig sein, nimlich daun.
wenn sie durch cine Drchung der Figur, d. h. durch eine Permutation der
Gruppe ), miteinander zur Deckung gebracht werden kénnen. Also sind
zwel Konfigurationen dann und nur dann als physikalisch gleichwertig
zu betrachten, wenn sic, genau im Sinne der Erldaterung unter (J11),
in bezug auf die Gruppe $ gleichwertig sind.
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(IV") Die Gesamtanzahl der in bezug anf 9 ungleichwertigen Kon-
figurationen mit gegebenem Inhalt an Kugeln zu suchen, kommt also
auf dasselbe hinaus, wie die physikalisch verschicdenen Derivate mit ge-
gebener Molekularformel, also die Anzahl gewisser Isomere zu suchen.

S. Einige hesondere Fragen. Am Ende dieser Ausfithrangen sollen
noch einige ziemlich hetcrogene spezielle Fragen rasch berithrt werden.

1. Um die in der allgemeinen Fassung der Nr. 7 vorkommende Gruppe
D zu boeschreiben, muB man die zugelassenen Deckoperationen angeben,
es geniigt nicht, bloB dic Lage der p Punkte inn Raume zu kennen, Hierzu
ein Beispiel: Die p = 6 Punkte seien die Ecken eines geraden Prisnias mit
einem gleichseitigen Dreieck als Grundfliche. Wenn O ausallen Drehungen
pesteht, welche das Prisma in sich selbst iiberfiithren, so ist 7, = 6 und die
Symmctricformol

([0 314 2)6.

Wenn hingegen 9 aus allen, Dyehungen un d Spiegelungen besteht, welche
das Prisma zuliBt, so ist == 12 und die Symumetricformel stimmt voll-
standig iiberein mit der Syimuetricfornuel (1) des Benzolsechsecks. Die
Ladenburgsche Prismenformel und die Kékulésche Sechseckformel
des Benzols liefern also dieselben Zahlen fitr die isomeren Dertvate, weni
nan mit dem Prisma alle Drelungen und Spiegelungen vornimmt, je-
doch licfern sie nicht dieselben Zalhlen, sobald das Prisma nur bewegt, nicht
aber in sich selbst gesplegelt werden darf. Dieser Punkt witre bel der
Diskussion der Benzolkonstitution zu beachten.

Tin zweites Beispiel zu derselben Discinktion liefert die Anordnung
von 6 substitutionsfihigen Stellen in den Fcken des Olctacders, welche
Anordnung ja bei den Wernerschen Koordinationsvorstellungen cine
Rolle spielt. Sind nur Bewegungen dos Oktacders zugelassen, so ist b = 24
und die Symmetrieformel lautet:

(1 4+ 85+ 3R+ O+ ORI,

Sind hingegen Bewegungen und Spiegelungen zugelassen, so st 7= 18

und dic Syrmnetrieforlncl wird

6 a 252 73 2 L e G e

(h -+ ng + 9/1/2 -+ T f-_z + 6f1f4 + 8[6 e ')f?,fl + bf;’.f-}):'is'
9 Auscehend von der abzihlenden Potenzreilic ¢(x) [vel. (13)] der

el o

isomeren Alkylradikale, oder was auf dasselbe herauskomumi, der (ge-
sittigten) Alkohole, kann an die abzihlenden Potenzreihen verschiedener
aliphatischer Verbindungen verhiltnismiBig einfach aufstellen. Gemelnt
ist damit, wic in Nr.7, eine Potenzreile, worin der Koeffizient von «”
die Anzahl der betreffenden Isomere mit 2 Kohlenstoffatomen angibt.

28%
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Z. B ist die erzeugende Funhtion der abzihlenden FPotenzreihe fur
isomeren Karbonsdureester?) R COOR
z()+ g(@) g (o),
fiir die isomeren Ketone 22, COR,
s L@+ g(?)

D) >
fiir die isomeren Verbindungen von dev Art X' Iy £, By By, wobei XU
ein bestimmtes vierwertiges Radikal mit 4 symmetrischen Valenz
bedeutet (z. B. fite Bleitetralkyle):

[g(x)* -+ 8y (x)g (%) -1- 39 (7 - Gy (2)*y (#7) 4 Gy (ah)] 24

usw. Unter Beachtung dieser und dhnlicher Formeln kénnte man dic
oben erwiihnten numerischen Rechnungen vou Henze und Blair be-
nutzen, um Tabellen fiir die Anzahl der isomeren Alkylderivate des Ben-
zols und andercr Stoffe (vel. Nr. 2) bis zu grofien C-Anzahlen aufzustellen:
man konnte dies sogar mit verhiiltnismiBig wenig Mithe tun. Tabeller
mit groBen C-Zahlen sind aber wohl mehr eine Kuriositit. Das Kuvios
ist das rasche Anwachsen der Isomerenzahlen. Hieriiber kann man aber
auch, ohne die Tabellen anzulegen, auf Grund der Gleichuny (17) folgendes
aussagen: Uni die Anzahl der isomeren C 11, ., anzuschraben, braucht
man, sobald # geniigend grof} ist, mindestens # 3 Ziffern, und dasselbe gilt
fiiv dic homologen Alkohole €, L, .01, ferner die Benzolderivate
Coon Il 5, usw.

Das hier Angedeutete wird systematisch behandelt o der nach-
folgenden Zahlentabelle T und Tormeltabelle TV,

3. Wic schon betont, ist in den vorangelienden Rechnungen nur dic
Strukturisomerie, nicht die Stercoisomeric beriicksichtigt. Die Bertick-
sichtivung  der Stereoisomeric bringt keine prinzipiclle Schwierighetr
mit sich. Hicr will ich zuniichst folgendes, mehr kuriose Resultat
mitteilen. Die Anzahl der voneinander verschicdenen asynumetrischen
Kohlenstolfatome, welche sich in allen strukturizomeren Paraffinen
C.H,, ., zusammen befinden, ist der Koeffizient von . in der Ent-
wicklung der Funktion

_9()t+ 8g(a) g(+)° + 39(s*)* — By (P g(42) — By (s

+ x

Hierbei ist, wic bisher. ¢(x) der Tormel (13) zu entnehnien.

1) B und R bedeuten Alkylradikale —C, H,, ,, jedoch R’ mit und R ohu
EinschluB des Falls 2 = 0, d. h. von H— . Weiter unten bedeuten Ry, R, wic auch
R,, R, Alkylhadikale, ohne Einschlufl von If.
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4. Die Schwierigkeiten, welche dic Linbezichung der Stereoisomerle
in die Rechnung bietet, sind nicht so schr mathematischer Natur, son-
dern rithren wohl mehr davon her, dafi die theoretischen Vorstellungen
iber Stereoisomerie mannigfacher und zun Teil weniger gefestigt sind
als die iiber Strukturisomerie.

Um auf gewisse Berechnungsméglichkeiten hinzwweisen, betrachite
ich den etwas speziellen Fall des Diphenyls, (Csll ;). Eine zur Diskussion
stehende Theorie nimmt dic Querstellung der heiden Benzolringe an (zur
Erllirung optischer Aktivitit, infolge Behinderung der Drehungsmoglich-
Leit durch ausgedehnte Substituenten). Die Hypothese det Querstellung
ommt darauf hinaus, dem Diphenylhuolekiil dic Svmmetrie von zwel
gleichen, regelmiifligen, starren und starr verbundencn Sechisecken zu-
suschreiben, deren Ehenen sich rechtwinklie schneiden, und zwar so,
daB jedes Scchseck durch die Verliinzernng der Ebene des andern Secha-
ecks entlang ciner Diagonale geschnitten wird. Die Syiumetricformel
der Leiden so gekoppelten Sechsecke kann man (val. unter 1) auf zwel
Arten aufstellen: Erstens unter Zugrundelegung von Dreliungen, zweitens
unter Zugrundelegung von Drchungen u nd Spiegelungeu. Tnversten Tall
ist die Symmetricformel identisch mit der Symmetuieforioel (3) des
Anthrazens, im zweiten Fall ist sie
fi*+ fifs+

by (22)

Will man unter der Hypothese der Querstellung, bei Angabe be-
stimmter Substituenten die Anzahl der méglichen Paare optizcher Anti-
poden berechnen, so hoevechne man die Anzahl der Isomeren nach beiden
Formeln (3) und (22); dic Differenz der so erhaltencen Tsomerenzahlen
ergibt die Anzahl der Antipodenpaare. Auf diese Berechnungsmaglichkelt
wollte ich hinweizen.

5 Das Wesentlichste, was ich iiber die Berechnung von Stereo-
isomerenzahlon mitzuteilen habe, ist die Losung von zwel Aufgaben,
welclhe dic Allkohole (' 1f,, (O betreflen.

Die erste Aufgabe lautet so: Wie grobist dic Anzahl derjenigen
theoretisch moglichen strukturisomeren Alkohole C . H,, 0,
welehe genau « asymmetrische Kohlenstoffatome ent-
halten?

Nennen wir die gesuchie Anzahi T, (Twm den Anschlub an dic
in Nr. 5 eingefithrte Bezeichnung Ty herzustellen, bemerke man, dall

7O L TO 4 TO 4 =T,

ist.) Zur Berechnung der Anzahl T4 ist die erzeugende Funktion
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zu betrachten. Diese crzeugende Funktion geniigt der Gleichung

Qz.y) =1 4 2Q(2,9) Q=% y) + 2y[Q(x.9)® — 3Q(2,5) Q% y?)

+ 2Q(% y*)1/6

Die zweite Aufgabe lautet so: Wie groff ist die Gesamtzall de;
theoretisch moglichen stereoizomeren Alkolole CoH,, O

K

Il
I

Bekanntlich gibt eine Verbindung mit ¢ asymmetrischen Kolili,.
stoffatornen im allgemeinen zu 2¢ Stereoisomeren Anlafl, jedoch nl
diese Anzahl in Ausnahmefillen, bei »gegenseitiger Kompeusation (.t
Asymuietriens, durch eine kleinere ersetzt werden. Demnack ist i
gesuchte Anzahl entweder gleich

TO 4270 447D L 870 4.

oder kleiner, je nachdem die Kompensation der Asymmetrien bei alles,
C.H,, . 0II ausbleibt oder bei einigen eintritt.

Zur genauen Lésung der gestellten Aufeabe betrachte man die er-
zeugende Funktion s(z), d.h. die Funktion, in deren Entwicklung der
Koelfizient von a” die Gesamtzabl der stercoisomeren C H, , OH ist,
Diese erzeugende Funktion gentigt der Gleichung

s(z) =1 4« [s(x)® 4 25(27)]/3 . (23)

Die Gleichungen (24) und (23) gestatten, die gesuchten Anzahle
rekursive zu berechuen; einige numerische Angaben sind in Tabelie I
zu finden. Hier erwiihne ich einige Folgerungen der Gleichungen (21)
und (25): Wenn man die Reilic der Alkohol C,JI,,HIOH bet CHOIT
angefangen zu immer gréfBeren Kohlenstoffmhlen fortschreitend durch-
lauft, so tritt cin asymmetrisches Kollenstoffatom das crstemal b
CHOII auf, 2 asymmetrische Kohlenstoffatome trefen zuerst e
CeH30H, 3 bei O ;0H auf, allgemein treten @ asvmmetrische Koliler
stoffatome zuerst bei Cy, . ,H,,..0/ auf, und zwar gibt es nur cin
einzige Struktur bei dlCh(:l I\Ohh nstoffzahl n = 2¢ - 2, welche & asyn.-
metrische € besitzt. — Die Kompensation von Asymetrien (die -
niedrigung der Zahl 2¢) tritt zuerst bel C,H,,0 auf, und zwar nur b
einer einzigen Struktur von dieser Forn,



g
,y*)
)1/6
zahl deg
FOH?
1 Kokl

Toclt muly

(24)

aution l‘Ll}_‘;'
ch ist die

612

an die er-
]\'Illi'l:;; der
01 st

(23)
Anzahlen
Tabelle 11
meen (24)
ot CIHLOI
nd durch-

temal be

zucrst bet

e Kohlen-

- nur eine

e ¢ asym-

v (die Fr-

a1 nar hei

Alvebraisclie Berechnung der Anzahl der Tsomeren usw,

Tabelienteil®).
Tabelle 1.
und Alkvldevivate.

Trtinterungen zun Tabelie To Zu den Alkylen - C H,, ) wivd i folzen-

den auch der Fall 2 =0, d. h. das Radikal —H mit hinzugerechnet, une formale

Cleichni ickeit zu crziclen.
X, Y, 7Z bedenten einwertige Radikale; jedes substituiert in den hicr beriek-
sichticten Verbindungen ein __H und ist an cin € des Stammkorpers gebunden.

Ts sind X, Y. Z als voneinander unabhiingig angenomuen (vel. Nr. 3, Bemerkuny

» v

nach Reeel 3. Ubliche Beispicle fiir solche Radikale sind —OH, =, — Ly, - -2 H,,
—NO.. —SC,H.

5(31 und YT bedeuten zweiwertige Radikale, deren beide Valenven an Alkyie
gebunden sind {(hzw. in der Verbindung X1C H,, 1Y, diccine Valenz an elit mono-
substituiovtes Alkyl). Der Unterschied ist der. daf dic beiden Valenzen von XU
cieichartig, withrend dic von ¥ unsleichartiy sind. Befspicle vone XIT (Va-
Ioenzm aleichartia) sind: —O— in einem Ather, —-C0 in cinern Keton. Fin Beispiel
fiir }'Hr(\'“ulcnzo‘u ungleichartiz) ist —('— O— in cinem Narbonsdureester.

I
0]

NITU pedeutet ein dreiwertiges, XIV ein vierwertizes Radikal; simtliche Va-
Jenzen von XII wie die von X1V sind an Alkyle gebunden. Es wicd wngenommen,
Jah alle dici Valenzen von XIIT (alle vier von NIV) villig gleichartiy sind (sie Lohen
héchste Symmetrie in der Ausdrucksweise der Nr.4). Beispiel fiar XUI jgf == Nill
in den Aminen.

1) Fur Mitarhelt am Tabellenteil danke ich hier meinem Neffen ing. chem.
J. Polya.

b~
L
=1

Anzahl der Strukturisomeren fir homologe Reihen

o 2

S98 ¢

6%

[
n | 1 2 3 4 a b B

O Haneo | 4 1+ & 2 3 5 | Pamaffine

0 Hy, X | 1 1 2 4 § 47T | Alkyle .

CoHaXY |+ 2 5 42 3L 80 |] Disubstituicrte k35

(' HonXs | 1 2 4 9 21 52 || Panaffine 636

IR ) 2 431 402 )=

CoHon 1 XYZ 1 4‘ 13 4’ 3 . ] Trisubstituicrte —

- nflan —14%2 - A Paraffine

CHy s oy 2 5 it 39 100 —
“alenzen vo (11

XUC, Hyy o | 1 2 3 7 44 g2 || Yolenzen von XB

XU Hey v - (XTI XNIVY eleichar-

XU g, . Vod 2 4 8§ AT so (|0 ;BT

A i P 0 . 5 4 9 13 19 l tig, an Allivie (mono-

z TRV = subs S oy

XIIC:HO,,_J_IE' | 5 f 10 23 61 166 “ .(11(1‘1:1. Alkyly gebun
Val. YU uneleich, wn

§ite \ 2 3 6 43 28 62 “ i

YU H,, ? Il Alkyle gebunden.

G, velfenas | 4 8 22 51 136 | enzol-Homologen

(6 P I 2 12 32 410 316 920 Naphithalin- »

A : . l 3 18 61 225 716 2272 | Anthrazen- »

o ‘,“Hm " 5 30 415 423 4306 440 Phenanthren- v

SO Hy 2 ¢ 12 31 72 178 | Thiophen-

ISR
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n ist die Ordnungszahl der Zahlenspalten; es variiert % von 1 bis 6. Die che-
mische Bedeutung von n dndert sich von Zeile zu Zeile, sic ist der am Anfang der
Zeile stehenden, fir die Zeile charakteristizschen Formel zu entnehmen. Manchial
bedeutet # 'uw Anzahl aller Kohlenstoffatome, manchmal bedeutet es die Anzalhl
gewisser besonderer Kohlenstoffatome: In der Zeile € W Hy o (Parafiine) ist a die
Anzabl aller €, in der Zeile s Ha, . ¢ (Benzolderivate) ist » die Anzahl der nicht
in dem Benzolring befindlichen € in der Zeile (I, (X ist n die Anzabl aller )
wenn X — OH (Alkoliole), hingegen ist » um 1 kleiner als die Anzahl aller (7,
wenn X = COOH (Siuren).

Bei den disubstituierten Paraffinen, €, H,, XY und ', H,, X,, kinnen dic bei-
den Substituenten sowohl an dasselbe € wie an zwel \u.whu,da ne € gebunden sein,
beide Filie sind mitzerechnet. Bel den trisubstituierten Paraffinen €, H,, X YZ,
C,H,, XY und C,H,y, (X3 kénnen die Substituenten auf ein, auf zwel oder
auf drei Kohleustoffatorme verteilt sein, alle drei Fille sind mitgerechnet.

Bei den Alkyldevivaten XUC Hy, s, XNIC Floiins XNV CHyns YHUC Hyy s
sind alle Valenzen der Radikale = XU, =XII, A\[\', : )” durch Alkyle ge-
sittigt, wobel, wie schon einganus erwalnt, sowohl —/ wie die cigentlichen Alkyle
—CIl,, —C,H;, ... mitgerechnet sind.

In der Zeile NIIC, [, 1Y ist von den beiden gleichartigen Valenzen von - X
dic cine an cines der Radikale —[1, —C'1l;, —f(,'._)H.-). ..., die andere an cines der
Radikale —Y, —CH,Y, —C,H, T, . .. gebunden; alle diese Falle sind mitgerechuet.

Der Tabelle T sind die Isomerenzahlen einer grofen Mannigfaltigkeit von Ver-

bindunzen zu entnehmen, wozu allerdings etwas L berlecuny, inshesondere eine ge-
velassenen Radikale X, ¥, 7, XU, yI0 YHT XTIV

gL

eignete Deutunyg der unbestimnit
und hie und da die Kombination mehrerer Zeilen erforderiich ist. Ich bespreche
nur dic wichtigsten Typen gesitticter abphatischer Verbindungen.

Alkohole (cinwertize). Aus Zeile ¢ 11, X fur X = CIL

Ather. Zeile XIC H,, ., ergibt for XIT— —0— Sther und Alkohole zu-
sammen, mit Ricksicht darauf, dafl dic Besctzung der Valenzen von —O— mit —H
zuliissiz ist. Man subtrahiert also aus den Zahlen der Zeile XUC, H,, ., die ent-
sprechenden Zahlen dev Zeile C 1, X mit X = OH. Z.B. ergibt ~ich dic Anzahl
der isomeren Ather von der Formel CyH 0 zu 7 — 4 = 3.

Aldehyde. Aus Zeile € H,, (X fir X == —COH.

Ketone. Differenz  entsprechender Zahlen der Zeile NUCH,, . o mib
X1 — =G0 und der Zeile O F,, X mit X = —COH. (Uberlesune wie fir Ather.)

Karbonsiuren. Aus Zeile (', H,, . ;X mit X = COOIL.

Karbonsiurcester. Differenz entsprechender Zahlew dev Zeile YO Hy, o
mit Y1 — —C000— und der Zeile C,Hs, X mit X = —COOH. (Uberlegung,
wic bei Ather und Ketonen; Y1 [T, 5 ist heranzuzichen, nicht etwa XUC Hyp oo
weil die beiden Valenzen von —C0O0— ungleichartiy sind!)

Glykole (zwelw ertige Alkohole). Tn der Zeile €' 1, X, sind sowohl dic Falle
miteerechnet, in welchen be sde X an dasselbe € wie auch die Falle, in welchen die
zwei X an verschiedene ¢ gebunden sind. Nur dic letzteren kommen fur die Glykole
m Frage, mit X = OJf. Die Anzahl der ersteren Tille (beide X an dussclbe ) sind
der Zeile XIIC, H,, ., zu entnchmen, mit X1 = —C(OH), (oder, was auf dasselbe
hinavsliuft, aber chemiseh melr Sinn hat, mit X1 = =C0). In Zeile C L H,y, Xy
mit X = OH ist n die Anzabl aller €, in Zeile XIIC, Hy, o mit XU = (C(DH), ist n
um eins kleiner als dic Anzahl aller C: Man erhslt die Anzahl dex Glykole, wenn
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man aus den Zahlen der ersterw alinten Zeile nicht die entspre chenden, sandern dice
enen Zahlen der zweiterwithnten Zeile subtrahiert. Z. B. ergibt

davon links geleg

sich die Anzahl der isomeren Glykole von der Formel C3H,0, zu 2§ — 7 == 44,
Dreiwertige Alkohole. Aus Zeile C sy Xy fiir X =0H und aus Zeile

XUC,H,, Y fur XIL = C{OH), und Y == Ol durch Differenzbildung,- wohet die -

Zahlen in der zweiten Reilie eine Stelle Tinks von den Zahlen der ersten Reile zu
nehmen sind. (Wie bei den Glykolen.)

Die bisher nichtbericksichtigten Zeilen ergehen die Tsomerenzahlen fiiv andere,
woll weniger wichtige Verbindungen. 7. B. ergeben sich die Tsomerenzahlen aus
Zeile €, H,, XT mit X = COOH und ¥ == 0 far dic Monooxykarbonsiiuren, aus
der Differenz der Zeilen XIVC, Hy, g und XM, H,y, ., fiir die Bleitetralkyle usw.

Die finf letzten Zeilen betreffen die Homologen (Alkylderivate) von fanf zy-
klischen Stamnikorpern. Z. B enthilt die Anzahl 4 in Zeile 0, Hs,
2 = 2 das Athylbenzol und die drei Xylole. Auch einige diecser Zeilen sind meliw-
facher Tnterpretation fihig. Dall die Derivate von Anthrazen und Pyren die gleiche
Tsomerenzahlen haben, geht aus Nr. 2 hervor, da ja dic beiden Molekile di selbe
Symmetricformel (3) besitzen. (Uber Anfhrazen und Dipheny! vgl. Nr. 8, unfer +.)
Es ist noch leichter zu schen, dafh die entsprechenden Derivate von Furan und

_g unel Spalie

Thiophen die gleichen Teamerenzahlen haben, und dasselbe Verhaltnis besteht
zwischen Authrachinon und Naphthalin,

Fx sci noch hincewicsen auf diec Tabellen von Henze und Blair, aa. 0.,
welehe 8 von den 17 Zeilen der Tabelle I sofort his zu n = 20 weiterzufiliven ge-
statten und auch die Weiterfithrunyg dev tbrigen Zeilen erleichtern. wenn man dic
Formeln der Tabelle IV beriicksichtizt.

Tabelle 11, Anzall der strukturisomeren C, H,, 0l mit eciner

(-Alomei.

gegebenen Zahi von asymmetrischen

n 1 2 3 4 b 6 7 S 9
0 asymmetrische ¢ 1 1 2 3 5 8 14 23 39
1 » » —_ - — 1 3 8 20 16 102
2 » -» — — — — i 5 19 53
3 » g il e, = mm m — —  — 1 7
Strukturisomere i 1 2 4 8 17 39 %) 214t
Stereoizomcere 1 1 2 3 11 28 74 499 55l

Trliuterungen zu Tabelie 11, Die Pedeutung der Tabelle zeht aus einem
Beispicl hervor: Die Spalte 2 =6 zibt an, daB es unter den Alkoholen Cpl1,0H
8 Strukturisomere gibt, welche kein asvmmetrisches Kollenstoffatom enthalten,
§ Strukturisomere, welche 1 asymmectrisches C-Atom enthalten, und 1 Struktur-
isomer, welches 2 asymmetrische O-Atome enthilt. Die Gesamtzahl der Struk-

turisomercn ist ) -
7 8 +8 4+ 1 =17,

g

die Gesamtzall der Stereoisomercn ist
AV g2 844 ] =28 .

d. b. bei keinem der 17 verschicdenen Strukturizomere tritt eine Kompensation

der Asymmctricn ein. (Die Gesamtanzahl der strukturisoroeren Alkohole ist, bis

n = 6, auch in Tabelle I, Zetle CoHopn . X angegeben.)

G2\
36676
26617

26678

G 2
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Tabelle 11T, Anzahl der Strukturisomercn fiir die Substity.

tionsprodukte einiger zyklischer Stammkdrper.

Benzol Naphthalin Antlracen  Phenanthren Thiophey,
X 1 2 3 5 2
X, 3 10 15 25 4
XY 3 14 23 45 6
X, 2 14 32 60 2
X, Y 6 42 92 180 68
XYZ 10 34 130 360 12
X, 3 22 60 110 1
XY 6 70 242 420 2
X,7, LK 1i4 330 640 4
X, Y7 16 210 6832 1260 6

Erliuterungen zu Tabelle 1. Mit X, 1, Z werden cinviertige Radikal
hezeichnet, wie es im Anschlull an Tabelle T ausfihrlich erliutert wurde. — Beispicl
fir dic Bedeutuny der Tabelle: Zeile Xy ¥ und Spalte Naphthalin kreuzen sich in der
Zahl 70: es ist 70 dic Anzahl der isomaeren Naphthalinderivate von der Forne
€ H, X 15 anch die Naphthalinderivate O\ H X Y und (', XY, haben natiirlidl
dieselbe Anzahl von Isomeren. — Einige Kolonnen lassen noch eine andere Inter:
der Tabelle 10— Di
Zahlen wurde in Nr. 3

pretation zug val, die Erliuterungen zu den letzten Zeilen
Berechnung von mehreren in der Tabelle IIT auftretenden
ausfihrlich besprochen.

Tabelle IV, Mrzevgende Funktionen der Isomerenzahlen

der Tabelle T.

C,H,, X =4 4+ 2(rP - 3y 42006 gqg
- 1 2
Cplly X1 1—=zR 695
y . 1 1 1-—zR|
CoHy Ny L(i;xh "1 —aR,!
r 7 xr
CoHyy XY Z W= 2R
L. o xr 1] 1 i |
Cotlan 2 L—zB2((1 —al)} " 1 — 2R,
- xr 1 3 \ 2
Cellan 1 6 [L— 2R (L— 2By (L — 2Ry " 1=y
XUC, H,y, o (r? +r)2=~R
XUIG I, g (r® 4= 3rry = 21,)/0
WO Hyp s (- Siry 4 313 607+ Gry) 24
b r T
XUC,Hy,q ) T T ol
YIC, Hyp o A r2
Cu Z»SH’_‘:; - C (r\— 1”‘3 - 372':2: T 2‘3 B 2"’0&)/’12 Q"L{"w ("j(i
Crs10H20 8 (r® 4 3rp)/4 i
CpsraHay 10 (Anthr) (10 =2 -2t Gh¥
Crpi1sflon 1o (Phenan.) (r1® 4 22)/2 Af(pf,{r q
SC, a0 g (P + 732 At So
. ~

(M, (13), (1%

(10
(i
(I

——
— - 3

ESR RV - S Y
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Tabelle V. Erzeuszende Funktionen fiir dic in Tabelle 11
gegebenen Isomerenzahlen der O, H,,.,0H.

Kein asyumetrisches ©

{4 asymmetrisches C ‘ﬂéé7 é’
; New/ g
2 asymmetrische C 'jéé 7 7
gl = a2y [2q4} + (¢* — g2 "1 2;
3 asymmetrische C % 6@ 7%

gl = 2q(24q} 4 (¢*— ) ¢ + ((2)° —a})ali2;
Strulturisoracre insgesamt
re=gqtgl gt gt = Q= L
Stercoisomere insgesamt
' s =4 4 x[s® 4 255]/3.
Bemerkuneen zu den Tabellen IV und Voo Das VWort Tabelle wird im

foleenden mit T. abgekirzt.
Die drei wichtizsten in T.IV und T ¥ angefihrten Funktionen sinel g2,
r{z). s{z). Jede ist dur h eine Funktionalgleichung charakterisicrt, niimliCé

175 ‘ul. 62l {

g(x) =1 4 zq(x)q(?), 36 & tewed
rig) =1+ 278 :'r;B'r(“)éf§'> o) f’c](f
s(z) =1+ w‘s(x)-”_;,r Leloy . 6 2 5

Die G]oic-h.ung fiir g(z) = Q(x, 0) ergibt sich aus (24) fiir y = 0. Die Gleichung fir
ra) = 4 4+ glz) = Q. 1) ist mit der in Nt. 5 hergeleiteten Gleichung (17) aleich-
bedeutend und creibt sich auch aus (24) fir y = 1. Alle drei Funktionen q(x),
r{x), s(x) haben mit den Tsomerien der Alkohole C') H,, 1OH zu tun. Der Koeffizient
von 2" in der Entwicklung nach wachsenden Potenzen von @ bedeutet

in g(x) die Anzahl derjenizen strukturisomeren ¢ H,,. 0H, welche kein
asymmetrisches Kohlenstoffatom enthalten;

in r(z) die Gesamtanzahl der strukturisomeren C,H,, ,01;

in s(z) dic Gesamtanzahl der stereoisomcren C,Hoy,  1OH.

In allen deei Fillen ist HOH, als Fall # = 0, it hinzugerechnet, was dic Formelu

wesentlich vereinfacht. Lo siud also g{x), r(x), s(x) erzeugende Tunktionen: ¢(x}
fitr die erste Zeile der T. 1L, r(2) fiir die zweite Zeile der I L und zugleich [ dic

vorletzte Zeile der T. I, s(x) fir die letzte Zeile der T. 1L
In den T. IV und V wird zur Abkirzung

g(2) = ¢ s =r  sl@)=s
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und dberhaupt fiir eine belichige Funktion f(a)

flz) =, f(2®) = fa, S =f .
gesctzt, so dafl z. B. ry als r(29), s, als s(a%), gl als ¢1(2?) zu lesen ist. Ferner wiy
die Abkiirzung
R = R(2) = [r(2)* = r(2%)]2

in T. IV verwendet, nnd die Funktionen, gL(2), ¢l (), M (2) in 1.V definiort, Di
letzteren sind mit. der in den Tormcln (23), (24) auftretenden Tunktion Qs )
durch die Reilzcnent\\'ick]ung

Qo y) = q(x) + gl (@) y + 1 (2) y* + gl (2) 4o +
verbunden.

T. IV gibt dic erzeugenden Funktionen fiir alle Zeilen der T. Tan, mit Ausnaly,
der ersten Zeile (Pa vatfine): Zuerst wird die fiir die betreffende Zeile der T 1 charakt...
ristisclic chemisclie Formel angefihrt, dann die mathematische Form der erzeuuey,
den Fuunktion anceseben, von deven Potenzreihenentwicklune die betreffende Zeil,
der T. I die Kocifizicnten von », 22 2%, a0t 05, 28 enthitlt, schlicBlich die Nummery
derjenigen Formeln des Textteils zitiert, welche mit der vorlicgenden Formel naly, ¢
verbunden sind. (Um den Ansehlul an die Formeln des Textteils, insbesond. I
zu denen der Nr. 8 zu finden, ist r(w) = L - g(x) zu beachten.) T.V gibt die or-
zeugenden Funktionen fir alle Zeilen der T. 11 an, oline Ausnaline.

Samtliche Funktionen der T, IV sind durch » ausgedriickt, namlich ration.]
durch @, r(x), r(r2), 2, r(ah), r(2%. Dics kann man dazu benatzen, die Tsi.
merenzahlen der T. I von 7 ausschend zeilenweise, als Entwicklungskoeffizienteo,
der Dbetreffenden erzeuvenden Funktion, durch die 4 clementaren Rechenopera-
tionen mit Potenizreilien zu berechnen. Merkwiirdiv ist, dafB die crzeuzende Funk-
tion der ersten Zeile der T. 1, der Paraffine, nicht durch eine ahnlich einfach:
Relation wmit der Funktion r(z) verbunden zu sein scheint. Aber auch die Zahlen
dicser Zeile, also di- Anzahlen der strukturizomeren Paraffine karn man aus don
Entwicklungskocffizienten von r{x) durch eine gleichmiifize Vorschrift ableiten.
wie es bei Henze und Blair a. a. O. erklivt ist. (Fine mathematische Erdrterun:
dicser inferessanten Vorschrift sowic die Berechnung der Stercoisomeren der
C,H,, 5 behalte ich mir fir cine spitere Publikation vor.)

Die fiir die T. I1 wesentlichen, in 1.V anvefabrten erzeuzenden Funktionen
g(x), ¢l(2), gl (2), ¢'1(2). ... kann man rekursive aufeinander zuriickfithren (din
ersten Formelw sind in T. V angefithet) und sehlieSlich rational und eanz durch
2, g(z), q(2%). ¢(«®. ... ausdriicken. Die Berechnung der Isomerenzahlen der 1. 11
hangt also sehlicBlich von den Enty icklungskoeffizienten von ¢(x) ab, mit Ausnahe
der letzten Zeile, d. h. von den Entwicklungskoeffizienten der Funktion s(x).

Die Entwicklungskocifizienten von g(z), r(x), s{») bestimmt man rekursive
aus den am Anfang dieser Bemerkungen zusammengestellten Funktionalgleichungen.
wie das fiir 7(z) == 1 - g(2) in Nr. 5 niher erériert wurde.

Hiernmit habe ich Rechenschaft abgelegt von der befulgten Berechnungsimethol:
der Zahlen in T. T und 1. 1T und zugleich naher erértert, wic man diese Lafeln, atf
Grund der Formeln in T. IV und T. V, ohne Schwierigkeit bis zu beliebig groficn
Werten von n fortsetzen kann. Ieh miochte noch cinige funktionentheoretische Be-
merkungen anschlicBen.
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haften der drei Funktionen g{x), r(2), s(x) sind: Die
ionalgleichuny

Gemeinsame Eigens
Potenzreihenentwicklung um den Punkt x =:0 ist durch die FTu
eindeutig bestinumt (dies wurde schon gesagt), sie hat cinen nichtversechwindenden
nzkreis nur eiuen

Konverzenzradiug, der <2 1 ist, und bezitzt auf dem Ronverg
singuliten Punkt, der wal der positiven recllen Achse liegt. Dieser dem Nullpunkt
ndchstzelegene singulire Punkt ist — hierin gehen die Funktionen auseinander —
fiir g(z) ein Pol erster Ordnung, hingegen fiir #(x) und s(x) ein algchraischer Ver-
aweigungspunkt erster Ordnung. Der Charakter dieses zu @ = 0 nichstgelegenen
singuliren Punktes gestattet uns, das asymptotische Verhalten der Koeffizienten-
folgen aller in T. IV und L. V angegebenen erzeugenden Funktionen zu ermitteln,
d. 1. mit ciner gewissen Anniherung vorauszusagen, wie crofl die Isomcrenzahlen
sein werden, welehe man durch Verlingerung der Zeilen von T. I und T. T erhalten
anm. — Terner kann man aus der Funktinnalgleichung feststellen, daBl g(2) i
Innern des Linheitskreises meromorph ist, daselbst unendlich viele Pole besitzr,
und den Binbeitskreis zur natiirlichen Grenze hat. Die Funktionen r{x) und =(z)
sind im Tanern des Einheitskreises algebroid; ich habe noch nicht entscheiden
konnen, ob man sic iiber den Tinheitskreis hinaus fortsetzen kann oder nicht,

o=

Lingeaangen den 4. Dezember 1935,
gnug





