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SUR LES NOMBRES PENTAGONAUX ,P/ !

W. SIERPINSK]
(Varsovie)

k(3k — 1

On appelle pentagonal un nombre de la forme 0 = -( 5 )
ol k est un entier positif. ’
Je démontrerai ici d’une fagon élémentaire deux théorémes |
concernant ces nombres,

>

TukorimME 1. — Jg existe une infinité de nombres pentagonaux
qui sont triangulaires. Toutes les solutions en nombres naturels

z(x + 1)

3 ——) sont contenus dans

(=, y) de Uéquation t, — oy (072 {, =

la suite infinie (x,, Yn) (n =1, 2,...) déterminée par les conditions

(1) Ti=y;=1, xn+1:7xn+12yn+l, yn+1:4$n+7yn+l
' pour m =1,2,... ‘
DinyonsrraTION. —Nous démontrerons d’abord par P'induction
que _
(2) tx" = Wy, pour n = 1, 2"'_'
Cela est vrai pour 7 = L, puisque #; = «; = 1. Supposons main-

tenant que la formule (2) est vraie pour un nombre naturel n. On
a donc :

(‘3) Za(tn + 1) = Yn(3yn —1)
Vu Pidentité
(24 Ty + 1) (020 + 20y + 2)— (12 4 129 1) (70 4 129 1 2)—
=yBy — 1) —a(x + 1)
et vu les formules (1), on trouve pour ¥ =z, y =y, :

3/n+l(3yn+1 —1)— xnﬂ(xnﬂ + 1) = yn(3yn — 1) — Zp(x, + 1),

Manuscrit regue le 15 octobre 1964.
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done, d’aprés (3), tz,,, = wy,. . La formule (2) est donc démon-
trée par induction.

Vu que, d’apreés (1), zps1 > @ et ype1 > yu pour n = 1,2, il
en résulte qu’il existe une infinité de nombres pentagonaux trian-
gulaires.

D’apres (1) on trouve az = 20, y2 = 12, a3 = 285, y3 = 165,
On a done lop = wiz b g5 = wies.

Supposons maintenant qu’il existe unc solution de 'équation
tz = wy en nombres naturels x et y telle que le systéme (z, y) n’est
pas contenu dans la suite (v, ¥a) (n = 1, 2,...) et soit x le plus petit
de tels nombres naturels 2. On n’a pas donc = 1, donc z > 1.S0it
(4) u="Tr—12y + 5 et v="Ty—40—3

Nous démontrerons que u et v sont des nombres naturé]s et que

u < @.

S’il était w == 0, on aurait 7x 4+ 5 = 12y, donc, d’aprés 'identité
(5) (Ty—4x—3)(21ly—120—10)— (Tx — 12y -} 5) (Ta — 12y + 6) =
=yBy —1)—a( + 1)
et vu que t; = wy, on aurait (7y — 4o — 3) (21y — 120 — 10) = 0
et, comme 2ly— 122 — 10320 (puisque 3.t 10), on aurait

Ty = 4o + 3 et, comme Tx 4 5 = 12y, on trouverait x = 1, con-

trairement & 'hypothese. S’il était « < 0, donc o < — 1, on aurait

. 12y — 6 2y +1 | |
Tx — 12y + 6 < 0, donc x<—7-—r et x + 1< ———— dou

[}

14dy? — 60y — 6 14742 — 49
o+ 1) < —Y 49y < y49 Y _

trairement & ’hypothése que t; = oy, -
On a donc » > 0.

¥y (3y — 1), con-
1

- 4x + 3
S'il était v << 0, done Ty <4z + 3, on aurait y < :_ )
122 + 2 4822 | 44w + 6
y—1 <K TI_, d’ou y(3y — 1) < ;49—1 < 2+ x,
puisque, vu que x > 1,.on a 6 < a2 -+ 5x. On aurait donc une
contradiction avec I'hypothése que {, = oy,.

On a donc v > 0. )
12y 5
6

14492 — 48y — 5
Y Y .
36
> 3y? —y = y(3y — 1), contrairement & I’hypothése que t;=0y.

Sil était v > x, on aurait 7x-— 12y + 5 >z, dot z >

12y 4- 1
et 24+1>=-— 6 » donc z(x + 1) >
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Les nombres » et v sont donc naturels, u < z et de t; == oy,
(4) et (5) il résultc que ty = w,. Or, comme % < z, et vu la défini-
tion du nombre «, il en résulte que (u, v) est un terme de la suite
(@n, Yn) (m=1,2,.)), soit u = a4, v = Yk, o k est un nombre
naturel. D’aprés (1) il en résulte que ap., — Tu + 120 + 1 et
Yer1 = du - Tv + 1.

Or, d’apreés (4) on trouve 7u + 120 +1l=xetdu | 7o + 1 = 1.

On aurait done z = x4, et Y = Yk+1, contrairement & hypothese
que le systéme (2, y) n’est pas un terme de la suite (Tn, Yn) (n=1,2,..))

Nous avons donc démontré que la suite (@ny Yu) (m=1,2,..)
contient toutes les solutions de 1'équation t, — wy en nombres
naturels x et y. Le théoréme 1 est ainsi démontré.

M. A. Rorkiewrcz a remarqué qu’il résulte sans peine de notre
théoréme Ice. ‘

COROLLAIRE. — 1 ewiste une infinité des nombres pentagonau
qui sont en méme temps hexagonaux (c.-a-d. de la forme k(2k — 1),
ouk=1,2.)

DEmonstraATION: — Des formules (1) résultent sans peine les
formules recursives suivantes :

&y =1, 25 = 20, wp4p = ldapiy— x, + 6 pour n = 1, 2.,

=112 =12, yp2 = Tdyper — yn — 2 pourn = 1,2 ..

Il résulte tout de suite de ces formules par I'induction que les
nombres 24 (I = 0,1, 2,...) sont tous impairs, donc 2211 =2k—1,
ol k est un nombre naturel. On a done tzg4, = k(2k — 1) ce qui est
un nombre hexagonal. '

Les nombres pentszgonaux Oyyyy == bzyy, = k(2k—1) sont
donc hexagonaux pour I == 0, 1, 2,...

TutorimMe 2. — Il ewiste une infinité de mombres pentagonoux
qus sont carrés. Toutes les solutions de Péquation wy = 22 en nombres
naturels x et y sont contenus dans la suite nfinie (Tn, yo) (n = 1, 2,...)
déterminée par les conditions
(6) m=y1=1, Zp+1=49, -+ 60y,—10, Yn11=402,+49y,—8 pour
n=1,2,..

DimonsTraTION. — Nous démontrerons d’abord par Iinduction

qua -
(7 0y, = &% pour n =1, 2,...
515

= T S ] . - + i Sl | A i i e L TRRT—.
- e




- .."bg" R iy o
AR —_—
REY ) .
e g L

13

48 b
g
@ i
b +
| )

C .

g
B

b L
4

e b b s

FRELT TR SRS SIS ERPCI SIFREF ORI TUE I T R SRS R E e S R

Cela est vrai pour n = 1. Supposons maintenant que la formule (7)
est vrai pour un nombre naturel ». On a donc

(8) ,7/1;(3,'1/11 — 1) = 217,)21.

Vu lidentité

(402 - 49y — 8) (120x + 147y -— 25) — 2(49x + 60y — 10)2 —

= y(By — 1) — 222
et vu les formules (6) on trouve
y11+1(3?/11.+1 —1)— 21’,2”1 = yn(3yn — 1) — 2773

done, d’aprés (8) : wy,,, = 22, . La formule (7) est ainsi démontrée
par I'induction.

Vu que, d’aprés (6), 2,41 > @y €t yus1 > yn pour n = 1,2,
il en résulte qu’il existe une infinité de nombres pentagonaux
carrés. D’aprés (6) on trouve a2 = 99, y = 81, 23=9701, y3="7921.

Supposons maintenant qu’il existe une solution de I’équation
wy = 2% en nombres naturels x et y telle que le systéme (z,y)
n’est pas contenu dans la suite (24, y») (n = 1, 2,...) et soit = le plus
petit de tels nombres naturels . On n’a pas donc x = 1, donc
x> 1.

Soit
(9) u = 492 — 60y + 10, v = 49y — 40z — 8.

On vérifie sans peine I'identité

(10) (49y — 40z — 8) (147y — 120z — 25) — 2(492—40y+10)2 =
= y(3y — 1) — 2x2.

S’il était u = 0, on aurait 49z — 60y + 10 = 0 et, vu que wy==22,
on aurait, d’aprés (10), (49y-—40z—8)(147y—120x—25) = 0. Or,
comme 3} 25, on a 147y — 120x — 25 £ 0, donc 49y—40x—8=0,
ce qui donne avec 49x — 60y + 10 = 0, & = — 10, ce qui est
impossible. Or, s’il était v << — 1, on aurait 492—60y+10<—1,

. 49z 4+ 11 1472 — 27 492 — 9

d’ 2 ¢t 3y—1 > — = » done
ony 60 YT F T 6o 20

49x + 11 492 —9 240122 + 98x — 99
60 20 1200

puisque > 1. Le nombre  est donc naturel.

Y3y —1) = > 222,

S’il était v < 0, on aurait

49y — 8 2401y2 — 784 64
x>7y » dou 222 > y y+ .
40 800
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Or, vu que y 5 0 (puisque x > 1), on a 2401y? — 784y + 64 >
> 2400y% -— 800y = 800(3y% —y), d’ou 2a? > y(3y — 1), contrai-
rement & Phypothése que wy = 22 Le nombre » est donc naturel.

S’il était u > x, on aurait 49x — 60y —|— 10 = =, done

30y — 5
48r > 60y — 10 et =z > ——,
24

900y — 300y 25
dott 222 > 585 YT et, comme 900y2 - 300y + 25 >
> 86412 — 288y = 288y(3y — 1), on aurait 22% > y(3y — 1), con-

trairement & ’hypothése que wy = 22 On a donc u < 2.

Vu les formules (9) et (10) et vu que wy = 22, on a o, = %% Vu
la définition du nombre z, il en résulte que (u, v) est un terme de la
suite (2, ¥2) (n = 1, 2,...), donc u = xx, v = yx, ol k cst un nombre
naturel. Or, d’aprés (9) on trouve 49u -+ 60v — 10 = z et
» 40u + 490 — 8 = . i

On aurait donc, d’aprés (6), = Zk+1 et y = yx.1, contrairement
& I'hypothése que le systéme (x, ) n’est pas un terme de la suite
(n, ¥n) (n = 1, 2,...). Le théoréme 2 est ainsi démontré.

Il se pose le probleme s’il existe des nombres pentagonaux > 1
qui sont en méme temps triangulaires et carrés. M. A. RorkiEWICZ

a démontré que si tels nombres existent, leur nombre est fini.
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